Trigonométrie

Classe : 1re SPE Lycée : Evariste Galois
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Résoudre les équations et inéquations sur | — ;7] :

V3

1. cos(z) = 5

T
<= cos(z) = —cos 5

<= cos(z) = cos (71' - z)

6
<= cos(z) = cos (57T>

6
<:>ac—5—7roum——5—7T sur | — ;7
=3 =3 ;7).
2
2. sin(z) = g <= sin(z) = sin (%)
m 3
= o= our=— sur | — m; 7w

s 1
3. cos (204 %) =5
cos ( 2z + 3 5
= cos (204 3) =con 3)
cos (2x+ — ) =cos (=
3 3
<= 2x+§:g+2kwou2x+g:7g+2kmkGZ
2
— 2x:0+2k7r0u2x:7§+2k7r,k62
= $:kWOU$:*§+k7T,k€Z.
Ainsi, sur | — m; 7], les solutions sont (en prenant k = 0
s 27
thk=1):0, 7 —— et —.
e ) ™, g et 3
, . . . T 1
4. Pour résoudre l'inéquation sin (3x — 8) > 2 on peut

poser X = 3x — % dans un premier temps.

. . .o
sin X > (:)sz}smg <— < X<<m—

N |
SN

s 1
n (32— 1) > 1
bm(x 5 5
<:>%+2k:7r§3m—%<77—%+2k‘7r,k62
<:>g+2k7r<3x<77+2k7r,keZ
{:)71'_'_2k7r <7r+2k7r ke
N VXX Tx 7 T
9 3 3 3
—PourkzO,onobtient:ggxgg.
5
— Pour k = —1, on obtient : —?ﬂ <z < —%.
7
—Pourkzl,onobtientzgéxéw
g
T
9
5
T
—3

On considere I’équation d’inconnue = suivante :

8lsin2(z) + 810082(I) = 30 (E)



1.
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Le discriminant de v? — 30v + 81 est : conséquent, pour tout réel z,

A = (—30)2 —4 x 1 x 81 = 576 = 242, ot om) = cos(z + 2)
1+ (sin(z + 27r))4
Donc I'équation v? — 30v +81 = 0 admet deux solutions : COS T
30 — 24 1+ (sinz)t
v = D) =3 et Vo = 27. _ f(l‘)
En posant v = 813“12(1)7 et en tenant Ainsi, f est 2m-périodique.

compte du fait que pour tout réel =z,

cos?(z) = 1 — sin?(x),
On considere la fonction définie sur R par :

81
F) = — =30 — ~ncd
(E) vt f(x) = cos®(x) cos(3z).
— 0> 481 =30v
— 02— 300481 =0 — Montrons d’abord que f est m-périodique.
< v=3ouv=27 f(x—i—ﬂ'):[COS($+7T)]3COS(3(JJ+7T))
.2 L2
— (34)3111 (x) —30u (34)5111 (x) _ 33 s
., a = [ — cosz]" cos(3z + 3m)
— 34sm (z) — 31 ou 34sm (z) — 33
3
<= 4sin*(z) = 1 ou 4sin®(z) = 3 = —cos” wcos(3z + )
1
— sin’(z) = 7% sin?(z) = g = —cos” z( — cos(3x))
1 1 — ndd
< sin(z) = —3 ou sin(z) = 3 = cos” x cos(3x)
V3o V3 fle+m) = f(z).
ou sin(z) = —— ou sin(z) = -
Donc f est m-périodique.
L’ensemble solution de 'équation g1sin®(@) 4 gyeos® (@) — On peut donc réduire 'intervalle d’étude & un inter-
. Tw
30 sur l'intervalle | — 7 ; 7] est donc : valle d’amplitude 7, par exemple [——; —1.
— Montrons que f est paire. D’abord, le domaine de dé-

S — om 2 wm m o omowm 2m 5w finition de f est centré en 0. De plus,
6 3’7 3 66’3 "3 6 [

3
f(=z) = [cos(—z)]" cos(—3x)
L’ensemble de solutions dans R sont obtenus en ajoutant
2kn, avec k € Z, aux solutions trouvés sur | — 7 ; 7). _ [cos x]?’ cos(3z)

= cos® 2 cos(3x)

Soit f la fonction définie pour tout réel x par :
. N\2 . N\2

r)=(cosx+sinx) + (cosx —sinzx) .

f(@) ( ) ( ) Donc f est paire.

Développons f(x) :

. \2 Y.
f(z) = (cosz +sinz)” + (cosz —sinz) F(z) = sin®(z) cos(3z).
= cos? z + 2coswsinT + sin’ 4 cos? z—
2cosasing + sin? z — Montrons d’abord que f est w-périodique.
= 2(cos® z + sin® z) . 3
91 f(z+m) = [sin(z + )] cos [3(z + )]
—9 = [—sin x]3 cos(3z + 3m)

= —sin® z cos(3x + 7)
= —sin® x| — cos(3x)]
= sin® 2 cos(3z)

[z +m) = f(2).

On définit la fonction f par :

f(z) cos(x)

14 sin4(x) ’ La fonction f est donc w-périodique ; on peut donc res-

treindre 'intervalle d’étude de f a un intervalle d’am-
m™ T :|

On sait que cos(z + 2m) = coszx et sin(x + 27) = sinz. Par plitude 7, par exemple [—§§ 5



— Montrons que f est impaire. Le domaine de définition
de f est centré en 0. De plus,

f(—x) = [sin(—m)]3cos(—3x)
= [—sin x}g cos(3x)
= —sin® 2 cos(32)
f(=z) = —f(x).

La fonction f est donc impaire; on peut donc ré-
duire I'intervalle d’étude précédent a sa moitié, donc a

[o; q.

On consideére la fonction f définie sur R par :
. 1
f(z) =1+sin(z) — 5 cos(2x).

1. Le domaine de définition de f est R, donc centré en 0.
De plus,

f(=z) =1+sin(—z) — %cos(—Qac)
=1-—sin(z) — %COS(QJ?)

car la fonction sin est impaire (donc sin(—z) = —sinz)
et la fonction cos est paire (donc cos(—2x) = cos(2z)).

Ainsi, f(—z) # f(x) et f(—x) # —f(x); la fonction f

n’est donc ni paire, ni impaire.

1
. fla+27) =1+sin(z + 27) — 5 cos [2(z + 2m)]
1
=1+sinx — 3 cos(2x + 4r)

1
=1+sinz — 3 cos(2x)

= f(@).

Donc f est 2w-périodique.

n consideére la fonction f définie sur R par :
f(z) =1+ cos(z) + sin?(z).

1. Pour tout réel z,

f(=x) =14 cos(—x) + [sin(—m)]2
=1+cos(z)+ [ — Sm(sr)]2
=1+ cos(z) + sin®(z)
= f(z).
Par conséquent, f est paire.

On peut alors déduire que la courbe représentative de f
est symétrique par rapport a l'axe des ordonnées.

. Pour tout réel x,
cos(x + 2m) = cos(x) et sin(x + 27) = sin(x).
Ainsi,
f(z +2m) = 1 + cos(z + 2m) + sin’(x + 27)
=1+ cos(z) + sin?(x)
= f(x).

Par conséquent, f est bien 27-périodique.

Cela signifie qu’en tragant la représentation graphique
de f sur un intervalle quelconque d’amplitude 27, et en
en faisant les translations de vecteurs 2kwi, k € Z*, on
obtiendra la courbe représentative de f sur R.

. Pour tout réel z,

sin(z) = 1 — cos?(x).
Ainsi, pour tout réel x,

f(z) =1+ cos(z) + sin?(z)
=1+ cos(z) + 1 — cos?(z)
= —cos®(z) + cos(z) + 2.

. D’apres la question précédente,

f(x) =0 <= —cos?(x)+cos(x) +2=0
< —X?4+X+2=0, enposant X = cos(z).

Une solution évidente est X; = —1; par conséquent, la
seconde solution est telle que :

2
X\ X,=S= 2 — 9
Ainsi,
1 xXo=-2 <= Xo=2.
On a alors :

X, =cos(zy) = -1
Xo = cos(xg) = 2 +— impossible car — 1 < cos(zg) < 1

On en déduit que sur | — 7; 7], les solutions de I’équation
f(z) = 0 sont les valeurs de 2 pour lesquelles :

cos(z) = —1 <= z=m.

. D’apres la question précédente, pour tout réel X,

X2 4 X 4+2=—(X+1)(X-2).
Ainsi, en prenant X = cos(x), on a :

f(x) = —(cos(z) + 1) (cos(z) — 2).

cos(z) +

—1 < cosx
cos(z) —
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—(cos(z) +1) <0
cos(x) —2<0

Ainsi, f(z) 20



On applique une tension sinusoidale v aux bornes d’un
circuit électrique comportant en série une résistance et
une diode idéale.

Le temps t est exprimé en seconde.

La tension est donnée par la fonction u définie pour
tout réel ¢t > 0 par :

u(t) = v3sin (1007rt + g) .

La diode est non passante si u(t) < et elle est

V3

passante si u(t) > -

%

3 3
u(0) = \fsm( ) V3 x % § g donc la diode
est passante pour ¢t = 0.

2. u <100) V3sin (10071' X oo+ g)
3sin (w )
)

s (5
:_@X%ﬁ
3

1
wl —
100
2
La tension est négative, donc la diode n’est pas passante.
3. u(t+ 135) = u(t) pour tout ¢ > 0. Cela signifie que u est

périodique, de période 100" La tension de la diode sera

1
donc la méme a intervalle régulier de =0 seconde.

Pour chacune des questions, une seule des quatre ré-
ponses proposées est correcte.

Les questions sont indépendantes.

Aucune justification n’est demandée mais il peut étre
nécessaire d’effectuer des recherches au brouillon pour
aider a déterminer votre réponse.

1. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = sin(z) — .
Parmi les propositions suivantes, laquelle est vraie ?
(a) f est paire.
(b) f est impaire.
(¢) Pour tout réel z, f(x + 27) = f(x).
(d) Pour tout réel z, f(x +m) = —f(z).

2. Dans l'intervalle | — 7 ; 7], I'équation 2 cos(z) — /3 =0
a pour solutions :

(a) —% et %
(b) —g et Z
(c) —g et g
(@ -2 et 2T

L 3T o . .
3. Le nombre réel —— est associé au méme point du cercle

trigonométrique que le réel :



