Ire Spé Maths Suites numériques

Evarite Galois

Entrainement Corrigés maths-mde fr
~ Exercice 1 : 2
< 4
2x44+1 9
Upg= ——— = —.
YT a1 s
Exercice 2 :

om

aTQ

U =V1-1=0; u,=v2—-1=1; us=+/3-1=+2.

Exercice 3 :

D

w3 =(3-5242=(-2)242=4+2=6.

Exercice 4 :

@D

(4

. P . ug =3
u est la suite définie pour tout entier naturel n par .
Up+1 =2u, —4
up =2uy—4=2x3-4=2.

up=2u1 —4=2x2-4=0.

D

g Exercice 5 : 3
up =23
u est la suite définie pour tout entier naturel n par 1 .
un+1:_+1
Upn
! +1 1—l—l 4
uy = — = — = —,
" 3 3
1 1 3 7
=t g+ 2Ty
1+1 1-1—1 4—|—1 1
Uz = — _ — = — = —.
S 7 7 7
g Exercice 6 : 3
ug =2

u est la suite définie pour tout entier naturel n par .
P p { Upr1 = (n+1)u,

wy = (0+1) xupg=1x2=2.
u2:(1+1)xu1:2><2:4.

Up = U(p—1)4+1 = (I’l— 1+ 1)un_1 = nu,_1.

Exercice 7 :

aTQ

u est la suite définie pour tout entier naturel » non nul paru, = 1+2+... +n.

u =1.

u =142=3.
uzs=14+2+4+3=6.
ug=1+24+3+4=10.

@D
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Exercice 8 :

(=]

1
u est la suite définie, pour tout entier naturel n, par u, = 1+ > +
1
u():@:l
=1+ _3
uy = 2—2.
_1+1+1_3+1_7
eIy T T T Ty
1+14_1+1 7+1 15
uz = — _— _ - [ g —
3 2722 48 8
Exercice 9 :

1

?...—i—

1

n’

D

aTQ

344454 49— ¥ k
k=3

1+1+l+l+i—1+l+i+i+i—ii
2 4 8 16 2 22 23 24 Lok

Exercice 10 :

@D

aTQ

[

3
YK =02+12422432=0+1+4+9=14.
k=0

i (D = (=104 (=) + (=124 (-1 =1—-14+1—-1=0.

k=0

)k 0 | > 1 2 7
3 — = — _ = —.
kgok—l-l 0+l " 1+1 241 27376

@D

f Ck+ 1) x (1) =2x0+1)x (=) +2x 1+ 1) x (=)' +(2x2+1)x (=1)’=1-3+5=
k=0

3.

Exercice 11 :

<

— u définie pour tout entier naturel n par :

ug = —2
1
Upt+1 = El/ln + 3.
— u définie pour tout entier naturel n par :

uy = 2
Up+1 = —21/{”.
— u définie pour tout entier naturel n par :
ug = 1
Upi1 = nu, + 3.
1
@ u =3 x(-2)+3=-143=2.
1
uy; = 2 X 5 + 3 =4,

1
uy=4x5+3=5.
(b) uy = —2ug=—2x2=—4.
u2:—2u1:2><—4:8.
u3:—2u2:—2><8:—16.

D
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(¢) uy =0up+3=3.
uy=1u;+3=1x3+3=6.
us =2uy+3=2x6+3=15.

1
(@) u, = Eunq + 3.
(b) Uy, = —2un,1.
©) up=(n—1u,_1+3.

Exercice 12 :

aTQ

Soit (u,) la suite définie sur N par u,, = —2n+7 .

Upp1 = —2(n+1)+7=—2n+5.
Upit = —2n+T—2 = iy —2.

Exercice 13 :

@D

o

Soit (u,) la suite définie sur N par u, = —3" .

Upil = _3n+1_
Uiy = —3 x 3" = 3uy,

Exercice 14 :

D

o

up =3up—1+5mn—1)—1=3u,_;+5n—6.

up=n—1)u,_1+5.

Exercice 15 :

D

(44

Les cinq premiers termes d’une suite.

@D

un=2n2—n+1. vl:ﬁ:___&
up=2x02-0+1=1. %;%ﬁ
u=2x12-14+1=2. VW= =
i =2x22—241=17. L)
uz =2x3>-3+1=16. V3:m—

Uy =2x4>—44+1=29. 2x4+1
us =2 x5%—5+1=46. V4:2_3X4—

2] wy=+/3n+25. vsziigi;—
wo=v3x0+2 :\/E:S.\/_
wi =3 x1425=+28=27. B n
w2 = V3x 2525 =31, j’:g[[llj((_””
w3 = /3 x3+25=1/34. 0:31
wa = /3 x 4425 = /37. 1 =3[1+(=
ws = V3 X 5+25 = V40 = 2/10. 0 =3[1+(=

x3=3[14(—
2n41 X4:3[1+(—
3 w=57=% xs=3[1+(~1)°
2x0+1 1
T30 2
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Exercice 16 :

[«
<

@D

Dans cet exercice, on utilisera la méthode de la différence pour montrer la monotonie des suites.

Soit (uy),cy la suite dont le terme de rang n est définie par : u,, = —32n+ 102, pour tout n € N.

Upy1 —up = —32(n+1)+102—(—-32n+102)
= —32n—32+102+32n— 102
= —32.

Ainsi, pour tout n € N, uy, | —u, < 0. Autrement dit, la suite (u,) est strictement décroissante.

Soit (v,),cn- 12 suite dont le terme de rang n est définie par : v, = v/2n— 1, pour tout n € N*.

Vil —vn = V2(n+1)—1—v2n—1

= V2n+1—vV2n—1x

V2n+14+2n—1
V2n+14++v2n—1
VI T =1
V2n+1++/2n—1

26+ 121+ 1

V2n+1++v2n—-1
2

V2n+14+V2n—1

Or, pour tout n € N*, \/2n+1 > 0et /2n—1 > 0. Donc, v, — v, > 0. Autrement dit, la suite (v,)
est strictement croissante.

. . o 25
Soit (wy),cn- la suite dont le terme de rang n est définie par : w, = 2n — —, pour tout n € N*,
n

25 25
Wnil —Wwp, = 2(n+1)— —(Zn——)

n+1 n
25 25
— h_ 22 _ =
Ait2— 0 =2
2
n+l1 n
_ o, 25n 25(nt)
nn+1)  n(n+1)
~ a4 —25n +25n—|—25
B nn+1) n(n+1)
25
= 2 .
+n(ifH—l)

Or, pour tout n € N*, n(n+ 1) > 0. Donc, w,, 1 — w;, > 0. Autrement dit, la suite (w,) est strictement
croissante.

Exercice 17 :

[
<

D

Dans cet exercice, on mettra en évidence la monotonie des suites par la méthode des quotients.
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: . . : 3"
On considere la suite (1), la suite définie par : u, = > pour toutn € N.

Up+1 4

un 3"

Un+1

Or, pour tout n € N, u,, > 0. Donc, > 1 et par conséquent u, | > u,. Autrement dit, la suite ()

Up
est strictement croissante.

On considere la suite (v,),,cn- définie par : v, = i1e pour toutn € N.

n+1
Vgl n+2
Vi o
2n+1
nt1 2n+1
= —— X
2n+2 n
_ n+1 2n+1
= ., Sz

n+1 " 2/’"‘4/
n oy
n+1
2n

n+1 %
Or, pour tout n > 1, 2n > n+ 1. Donc, <let ntl

Par conséquent, v, 1] < v,. Autrement dit, (v,) est strictement décroissante a partir du rang 2.

2 n
On considere la suite (wy,),,cy définie par : w, = — (—) , pour tout n € N.

< 1. Par ailleurs, pour tout n > 1, v, > 0.

3

Wp+l _<§)
Wy 2\"

3
g.

Wn+1
Wn

Or, pour tout n € N, w, < 0. Donc, Vn € N, < 1 et wyy1 > wy. Autrement dit, la suite (w,) est

strictement croissante.

Exercice 18 :

[
<

D

Les suites (uy), (v,) et (w,) sont définies pour tout entier naturel par :

3v n
u, =1—73n; voz—etvnH:—"' Wy = —.

9 27 2n
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Compléter le tableau suivant :

ol 0 | t ] 2] 3 [ 4|
w, |1 2 [ -5 | -8 [ —11

4 2 | 3 9
e

Pour toutn € N,

Upy1—uy, = 1-3(n+1)—(1-3n)
1-3n—3—-1+3n
-3 <0.

Ainsi, la suite (u,) est strictement décroissante.

Pour tout n € N,

% 3
vy>0 et L2 o,
Vi 2

Autrement dit, v,,11 > v,. Ainsi, la suite (v,) est strictement croissante.

(a) Le discriminant de la fonction polyndme de degré 2, f(x) = —x>42x+ 1, est égal a:

A=b>—dac=2>—-4x(-1)x1=8.
-2- -2
—\/§:1+\/§etx2:ﬂ:

A étant positif, ce trindbme admet deux racines : x| = 5 >

1-V2.
f est du signe opposé du coefficient principal entre les deux racines et du signe du coefficient
principal ailleurs. Ainsi,

X 0 1++2 +oo
f(x) + 0 —
(b) Pour tout entier naturel n, on a :
(n+1)2 n?
Wpntl —Wn = 2}’l+1 - i
n?+2n+1 20
= n+l o n+l
B —n?+2n+1
o ontl

(c) Pour tout entier naturel n, 2"t! > 0. Donc, le signe de w,.; — w, est le méme que celui de
f(n)=—n>+2n+1.
Or, d’apres la question 4(a), pour tout n > 1+ V2 >2, f(n) < 0. Donc, pour tout n > 3 alors
Wnt1 < wy. Autrement dit, la suite (w,) est décroissante a partir du rang 3.

~ Exercice 19 :

<

@D

Soit (uy),c la suite définie par : ug = 1 et up 41 = u, — u2 — 1 pour tout n € N.

En utilisant la calculatrice, on obtient :
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(ol 0 [ 1 ] 2] 3 [ 4]
1 | -1 ] -3 ]| -13]—-183]

Par définition, on a, pour toutn € N : u;, 1 —u, = —u% —1.
Or, pour tout n € N, —u2 — 1 < 0. Donc, la suite (u,) est strictement décroissante.

Exercice 20 :

Pour toutn € N,

D

<

Upi] — Uy = (n—|—1)2—3(n+1)—|—1—(n2—3n—|—1)

= n?4+2n4+1-3n-34+1-n*+3n—1
A+ 241 =3—3+1 - +30—1
2n—2.

Ainsi, pour tout n > 1, u, 1 — u, > 0. Autrement dit, la suite (u,) est croissante a partir du rang 1.

Par définition, pour toutn € N,ona: u,+1 —u, = ZM,% + 3.
Or, pour tout n € N, ZM,% +3 > 0. Donc, la suite (u,) est croissante.

u 1 T
Pour toutn € N, ntl 3 < 1. Ainsi, si u,, > 0 pour tout n € N, alors u,, 1 < uy,.
Un
Autrement dit, la suite (u,) est strictement décroissante.

Pour toutn € N,ona: u,41 —u, = —n.
Or, pour tout n € N, —n < 0. Donc, u,,+1 — u, < 0. Autrement dit, la suite (u,,) est décroissante.

uy =2 et uy+1 = —3u,, pour tout n € N.
Pour tout n € N, les termes consécutifs u, et u, | sont de signes opposés. Ainsi, la suite (u,) n’est

pas monotone.

@ Pourtoutn € N,on a:
3n+2
Un+1 S+l
Uy, 3n+l

5n
3n+2 5n

5n—|—1 X 3n—|—l
3

g.
ntl o, Donc, ;41 < u,. Autrement dit, 1a suite (u,) est strictement

Un

Or, pour toutn € N, u, >0 et

décroissante.

Pourtoutn € N,ona:

2n+1

Up+1 _ 3
un z
3
2n+l 3

X
3 2n

= 2.
Un+1

Or, pour toutn € N, u, > 0 et > 1. Donc, uy11 > u,. Autrement dit, la suite (u,) est strictement
Un

croissante.
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Pourtoutn € N,ona:

1 1
- = 1 — (1
Up+1 — U +I’l—|—2 (—J’_I’l—l—l)

— g 1

N n+2 n+1

o 1

 n+2 n+l

_ n+1 _ n—+2

- (n+2)(n+1) (n+1)(n+2)
—1

- (n+2)(n+1)

Or, pourtoutn € N, (n+1)(n+2) > 0. Donc, u,,+1 — u, < 0. Autrement dit, la suite (u,) est stricte-
ment décroissante.

@ Pourtoutn € N,ona:

3(n+1)—2 3n—2

el =l = TSt 1) 2—5n
B 3n+1 3n—2
- —57—-3 2-—5n

(3n+1)(2—5n)  (3n—2)(—5n—3)
(=5n—3)(2—5n) (2—5n)(—5n—3)
6n—15n*4+2—5n —15n* —9n+10n+6
(=5n—3)(2—5n)  (2—5n)(—51—3)
n—15n2+2+152>—n—6
(=5n—3)(2—5n)
4

(5n+3)(2—5n)

Or, pour tout n > 1, Sn+3 et 2 —5n < 0. Donc, u,41 — u, < 0. Autrement dit, la suite (u,) est
strictement décroissante a partir du rang n = 1.

Pour toutn € N, on a:

23(n+1)
Un+1 _ 32(n+1)
Uy, 23n
3
23n+3 32n
= 32 X
B ﬂx 23 y }%
B%X 32 2}%
8
= 9

Un+1
Un

Or, pour tout n € N, u,, > 0 et < 1. Donc, Vn € N, uy, 1 < uy,. Autrement dit, la suite (u,) est

strictement décroissante.
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Pour toutn € N, ona:

Uil —Uy = (n+1-5)>—(n—5)>

= (n—4)?—(n-5)?
(n—4—n+5)(n—4+n-5)

2n—9.

Par ailleurs, le signe de la fonction x — 2x — 9, donné par la tableau suivant :

X 0
2x—9 —

—+o0

(=X (SN INe

_|_

.. 9
Ainsi, pour tout n > — 2 , Up+1 — Uy > 0. Autrement dit, pour tout n > 5, u, 11 > u,.

Par conséquent, la suite (u,) est strictement croissante a partir du rang 5.

Pour toutn € N, ona:

Upi1 —tn = 2(n+1)2=3(n+1)—2— (20> —3n-2)
= 2(n*+2n+1)—3n—3—-2-2n*+3n+2
= 20 +4n+2-3n—3—-2-2n*+3n+2
= 4n—1.

Or, pour tout n > 1, 4n—1 > 0. Donc, u, 1 — u, > 0, a partir du rang 1. Autrement dit, la suite ()
est strictement croissante, a partir du rang 1.

~ Exercice 21 :

<

D

On définit la suite (u,) de la fagon suivante :

1 1
uyg =2, u1:1+§, u =1+ T u3:1+—1,etainsidesuite.
1—1—5 l—l——l
14—
+2
Les trois premiers termes :
1
B +212 1 2 5
=14 —5=l+z=1+3=3;
14 3 3 3
1 2 3 28
:1 —:1 _ = —.
Bl T 573
1
Pourtoutn € N,ona:u, 1 =1+ —.
n
En utilisant la calculatrice, on obtient :
' n || 5 [ 10 [ 20 | 30 | 50 |

| u,~ || 1,6154 [ 1,6181 | 1,618 | 1,618 | 1,618 |

Selon la question précédente, la limite de la suite (u,) est : lirﬂ (uy) =~ 1,618.

n—s+oo
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Exercice 22 :

[«
<

@D

On considere OA 1A, un triangle rectangle en A tel que OA| = A1A; = 1.

On construit ensuite une suite de points A,, n € N* tels que OA,A, soit un triangle rectangle en A, et
que A,Ap4 = 1.

Soit (u,) la suite définie par u, = OA,, pour tout n € N*.

En utilisant le théoreme de Pythagore, on obtient :
upy =12+ 12 =/2;
uz =/ V2 12 =3,

La suite (u,) est définie, pour tout n € N, par :

up =1

Upi1 = \Juz+1

Conjecture : Pour tout n € N, u,, = 1/n.

Exercice 23 :

(9
D

Tapis de Sierpinski : Un carré de 1 m? est divisé en neuf carrés égaux comme sur la figure ci-dessous. On
colorie le carré central. Les huit carrés restants sont a leur tour divisés en neuf carrés égaux, puis colorie les
huits carrés centraux, comme indiqué sur la figure de 1’étape 2. On continue ainsi a diviser puis a colorier
le carré. Pour tout entier naturel n, on désigne par A, I’aire en m? de la surface coloriée a I’étape n.

H B B

H -H-

H B N

Etape 0 Etape 1 Etape 2

17

><1+1
9 9 81

On remarque qu’a chaque étape, on colorie ) de la partie non coloriée ainsi, pour tout entier naturel
8 1

1
nnonnul,ona:A, | = 5(1 —A))+A, = §An+§.
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1 n 5
Uy + =.
2 2

uy = 1
Un+1

|

On considere la suite numérique (u,) définie sur N par :

Exercice 24 :

[

9 2

, sur I'intervalle [0 ; 10], ainsi que la droite (d) d’équation y = x.

(a) Dans un repere orthonormal, vous trouverez ci-apres, la courbe 6 représentative de la fonction

—~ I I I | | |
un | | | | | |
= R R
Q + = 1 + - 1
.Lu I I I I I I I I
= . . | | | | | | | |
175
N ” ” ” ” ” ” ” ”
- I I : 3_00 T r , T r | : 5
Lo lam lao e [ S N\ |
(7)) __ __ __ __ __ | | | | | | | | | I
5 ol — — ”
m o e fewn e ! ! ! ! ! ! ! ! , ,
g + + + + e o |
m [Ke\! 3_24_29_41_8 |_| 1 S (Y I D T T R IO TN IR N
Ll I I Il I lv_ﬁ2
m RIS TN LS NS e NES Te RIS '
g + + + + +

o — N ¢ < =
o = = = = = N2
m [ON— [N [N [ N— [ ~
% Il I [l I I

— N <t el
] 5 & £ I 2
[—]

Corrigé

11/14

(c) Conjecture : Selon la représentation graphique la suite (u,) semble croitre et tendre vers 5.

(b) Voir la figure ci-dessus.
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~ Exercice 25 :

<

3
Pour les suites suivantes, trouver la fonction f associée a la suite définie par la relation de récurrence
un+1 = f(uy) et calculer les termes de u et u;.

u0:5
2u,
Uyt = :
n+1 un"‘l
2
Dans ce cas, la fonction f est définie par : f(x) = —fl'
X
2ug 2x5 10 5
u = = = — = —,
"“uw+1 541 6 3
5 5
2uy 3 10 3 10 5
uy = = = — X =-—=— = —,
up+1 5 8 4
S+l
3
ug =2
up — 1
Up+1 = .
Un
—1
Dans ce cas, la fonction f est définie par : f(x) = i
X
-1 2-1 -1 1-1
Uup 1 uj 1

{u():—l

Up1 = (up+ 1)2.
Dans ce cas, la fonction f est définie par : f(x) = (x+ 1)2.
= (up+1)* = (~1+1)>=0etur = (u; +1)* = (0+1)* = 1.

up =1
Up+1 =Vup+1.
Dans ce cas, la fonction f est définie par : f(x) = \/x—f—

=Viug+1l=vVI+1=+2etup=vVu  +1=vVVv2

Exercice 26 :

[
<

D

On considere la suite numérique (u,,) définie sur N par :

up=>5
du, — 1
u,+2°

Upt+1 =
. e . 4x —
Si f est la fonction définie sur I’intervalle | — 2 ; 4-oo[ par f(x) =

n, Up+1 = f(un)
On donne une partie de la courbe représentative ¢ de la fonction f ainsi que la droite (A) d’équation y = x

, alors on a, pour tout entier naturel
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Voir la figure.

Conjecture : La suite (u,) semble décroitre et tendre vers 1.

Exercice 27 :

TMm
@D

On donne la suite (u,) définie par récurrence par :

up =20
Upsr1 = 3u, +2.

On admet que la suite (u,) est strictement croissante pour tout entier naturel n.

En utilisant la calculatrice, on obtient : 1o = 59 048.

En utilisant la calculatrice, on constate qu’a partir du rang 7 cette suite dépasse la valeur 1 000.

Exercice 28 :

om
@D

On donne la suite (u,,) définie par récurrence par :

u1:5

u,+1
Up+1 = 3

On admet que la suite (u,) est strictement décroissante pour tout entier naturel 7.

En utilisant la calculatrice, on obtient : us = 0,5185.

En utilisant la calculatrice, on constate qu’a partir du rang 6, cette suite devient inférieure a 0,51.

Exercice 29 :

o
@D

On donne la suite (u,,) définie par récurrence par :

uy = -2
Upt1 = —3 4 2u,.
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En utilisant la calculatrice, on constate qu’a partir du rang 11, les termes de la suite décroissante (u,)
dépassent la valeur —8 000.
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