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1 Equations différentielles
1.1 ' =ay

Définition

Soit @ un nombre réel. Résoudre 1’équation ¢y’ = ay d’inconnue y signifie trouver toutes les fonctions
y dont la dérivée est égale a ay.

Remarque : Une différentielle est, dans le vocabulaire scientifique, une dérivée. C’est la raison pour
laquelle une équation ou l'inconnue est une fonction qui est dérivée au moins une fois est qualifiée
d’équation différentielle.

Exemples :
1. ¢ +y = 0 est une équation différentielle du type v = ay avec a = —1 car :

yY+y=0ey =—y

1 1
2.y = iy est aussi une équation différentielle du type vy = ay avec a = 3

Propriété

L’équation :
/

Yy =ay
admet pour solutions les fonctions de la forme :

y(x) =Ce*, CeR.

| Remarque : 1l existe donc une infinité de solutions, définie a une constante C' pres.
Exemple : L’équation différentielle 4y’ = —y admet pour solutions :
y(x) =Ce™™®, CeR.
On peut facilement vérifier en calculant sa dérivée :
y'(x)=—-Ce " = —y(x)
1.2 ¢ =ay+b

Soient a et b deux réels. L’équation différentielle Y = ay + b admet pour solutions les
fonctions y telles que :

y(x) = Ce™ — 9, CeR.

a

Exemple : L’équation différentielle 3y’ = 3y + 7 admet pour solutions :

y(x) = Ce™ — ; C eR.

On peut vérifier I'ensemble des solutions en calculant sa dérivée :
Y (z) = 3Ce*
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puis en calculant :

Y (r) — 3y(z) = 3Ce* — 3 ((163m _ ;)

Y (x) = 3y(x)

y'(z) = 3y(z) =
On a bien : ¢y — 3y =7, soit y/ = 3y + 7.

13 vy =ay+ f

7
303 — 3Ce* + 3 x 3
7

Définition

Soit f une fonction. On appelle équation homogéne associée a I'équation y' = ay + f 1’équation
différentielle ¢y = ay.

| Remarque : Si on note (E) I"équation ' = ay + f, on note (Ey) son équation homogene associée.

Pour résoudre 'équation 3’ = ay + f, on utilise la méthode suivante :

— On résout d’abord (E).
On trouve les solutions de ’équation homogene associée a (E) :

yo(z) = Ce™.
— On trouve une solution particuliere de (E).
On la note par exemple u ; dans ce cas, on a :

u'(z) — au(z) = f(z).
— On ajoute les solutions.
Les solutions de (E) sont alors :

y(x) = yo(x) + u().
| Remarque : En Terminale, une solution particuliere vous sera proposée la plupart du temps.

Exemple : On considere ’équation différentielle :

y =2y +a’. (E)
— On résout ’équation homogéne associée a (E).
Y =-2y (Eo)

admet pour solutions :
yo(z) = Ce™®, C €R.

— Solution particuliere de (E).

1
On pose y;(z) = 5.7:2 - §£L‘ + T On souhaite montrer que y; est une solution particuliere de

(E). On calcule pour cela sa dérivée :

Ensuite, on calcule :

1 1 1
2y (x) + 2% = -2 (x2 ——z+ ) + 22

2 2 4
1
=-—+z—--+2°
2
1
— -
2

y1 est donc bien solution de (E).

— On conclut en ajoutant les deux résultats.



Les solutions de (E) sont donc :

1 1 1
y(z) = 59(:2 T+ Ce™® CeR.

2 Primitives

2.1 Introduction

Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Les solutions de 1’équation
différentielle iy = f sur I sont appelées les primitives de f.

Exemples :
1. Les primitives de f(z) = e* sur R sont les fonctions F' : x — e* + k, k € R. En effet, si on
dérive F'(x), on obtient : F'(z) = € = f(z).
2. Les primitives de g(z) = cosz sur R sont les fonctions G : sinz + k, & € R car

G'(x) = g(x).

Remarque : Il y a une infinité de primitives; on dit qu’elles sont définies a une constante prés (que
nous avons noté k dans les exemples précédents). Mais dés que I'on impose une condition sur une de
leurs valeurs, il n’en existe plus qu’une. Cette condition est parfois appelée condition initiale. Par
exemple, la primitive G de la fonction g définie par g(z) = cosz telle que G(7) = 0 est G(x) = sin z.

Propriété
Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I.

.

2.2 Primitives usuelles

Un tableau de dérivées usuelles donne, par lecture inverse, un tableau de primitives a connaitre.

] La fonction usuelle H Ses primitives avec k € R ‘
T 1 r—x+k
oy gn Avec T ERsin N’ mr—>xn+l Tk
etz #0si —neN n+1
1
r— —avecz >0 z—Inx+k
z
1 1
r — avec z # 0 r— ——+k
xl x
r+— —avec x >0 T — 2/ +k
NG Ve
T — er r—= e+ k
T — sinx T+ —cosz + k
T+ COST z+—sinx + k

2.3 Primitives et fonctions composées

Il est souvent possible de mettre en évidence la dérivée d'une fonction composée. Le tableau suivant
regroupe les cas les plus courants (u désigne une fonction dérivable sur un intervalle ).

\ Fonction f H Une primitive F H Conditions ]
) un—l—l
n eZ\{-1
e g neZ\{-1}
\Q/La 2\/u u > 0sur [.
u/
— Inu u > 0 sur /.
0
u'e” e

1
z+— flax+b) a#0 | x+— —F(azx+0b) || F primitive de u sur I.
a A=




Dans les exemples suivants, nous prenons u(r) = z? + x + 1.

Exemples :
o 5 1 6
1. Une primitive de f(z) = (2z + 1)(x2 +z+ 1) est : F(x) = é(xQ +az+ 1) :
2 1
2. Une primitive de f(z) = LQ se trouve en mettant f(x) sous la forme
(22 +2+1)

flx) =2z + 1)(m2 +x+ 1)_2.
1

T 241 TR

20 +1
3. Une primitive de f(z) = ————= est : F(z) =2vz?+z + L.
Vot +r+1

2z +1
w2+ +1
5. Une primitive de f(z) = (22 + 1)e$2+$+1 est : F(z) = et tatl

On trouve alors : F'(x) (:v2 +x+ 1)_2+1, soit F(x) =

4. Une primitive de f(z) = est : F(xz)=1In (xQ +z+ 1).

1
6. Une primitive de f(z) = sin(4z — 5) est : F(z) = ~1 cos(4x — 5).

3 Intégration

3.1 Intégrale et aire

— Dans un repere orthogonal (O;7,7), on appelle unité d’aire 'aire du rectangle défini par les
vecteurs 7 et .

— Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b], et soit C sa courbe représentative
dans un repere orthogonal (O;7, )).
L’intégrale de a a b de la fonction f est l'aire du domaine situé entre ’axe des abscisses et la
courbe C sur l'intervalle [a ; b]; elle est exprimée en unité d’aire (en abrégé : ua). On la note :

AZ/abf(:B)dx.

2 4
unité d’aire ~
1 i

Définition

Soit f une fonction continue et négative sur un intervalle [a ;b|, et soit C sa courbe représentative
dans un repére orthogonal.
Le nombre [” f(z)dz est égal a Popposé de l'aire du domaine situé entre 'axe des abscisses et la

courbe C sur [a ; b].

On étend la définition du symbole f(f f(x)dx au cas a > b en posant alors :

b a
/ f(z)dx = —/ f(z)dx.
a b
C’est Iintégrale de a a b de f (attention a ne pas évoquer 'intervalle [a ;b] si a > b).

4



3.2 Propriétés de l'intégrale

Théoreme. Relation de Chasles sur les intégrales)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a, b, ¢ trois réels appartenant a I. Alors :

/abf(:c)dxz[f@)d%/ff(@@

Il n’existe aucune condition d’ordre entre les réels a, b et c. La relation de Chasles n’impose
pas d’avoir a < b < c.

A

Exemple : Quand la fonction f n’est pas de signe constant sur [a ; b], on utilise la relation de Chasles
pour déterminer son intégrale de a a b.

A

Y

3,5 0,5 2 3,5
/0 f(x)dxz/o f(x)der/%f(x)der [ @) do

(NN ) ———
>0 <0 >0

L’intégrale désigne alors une aire algébrique, c’est-a-dire une aire avec un signe (positif ou négatif).
Sur cet exemple, il semble que ff f(x)dx > 0 car la somme de l'aire des domaines situés au-dessus
de I'axe des abscisses semble supérieure a celle du domaine situé en dessous.

—( Théoréme. Parité et périodicité )

— Si f est impaire, alors :

/a f(z)dx =0.

—a

/aaf(:n)d:r:2/oaf(x)dx

— Si f est périodique de période T, alors pour tout réel a :

/;JrTf(x) dx = /OTf(:U) dx.

— Si f est paire, alors :

Exemple : La fonction x — sin x est impaire et 27-périodique donc :

a a+2m 27
VaceR, sinzxdr =0 et / sinxdx:/ sinx dx.
a 0

—a

—(_Théoréme. Linéarité de I'intégrale )
Quelles que soient les fonctions f et g continues sur [a;b], pour tous réels A et p :

/a()\f()—l—ug d:c—A/ dx—l—u/




1 1 1 1
Exemple :/ (3172—5x+1) d:zc:?)/ a:2da:—5/ xdx+/ ldx.
0 0 0 0

—( Théoréme. Positivité de I'intégrale )
b

— Si pour tout x de [a ;b], f(z) > 0, alors : / f(z)dz > 0.
b

— Si pour tout z de [a ;b], f(z) <0, alors : / f(z)dx < 0.

a

1
Exemple : Sur [0 ; 1], 22 > 0 donc / x> dx > 0.
0

—(Théoréme. Intégration des inégalités )
Si pour tout nombre réel z de [a ;b], g(x) < f(x), alors :

/abg(x) dr < /abf(:v) dx.

2 2
Exemple : On sait que pour x > 0, Inz < x donc / Inzdr < / rdr.
1 1

3.3 Calcul d’une intégrale

3.3.1 Lien entre intégrale et primitive

Théoréme
Si f est une fonction continue positive sur [a ; b] alors la fonction F, définie sur [a ; b] par :

Fu@)= [ f(t)do

est la primitive de f(z) qui s’annule en a.

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b], et soit F' une primitive de f sur [a ; b]. Alors,

/a " f(2) dz = F(b) — Fl(a).

Remarque : F(b) — F(a) est aussi noté {F(x)}b On a alors : [? f(z)dx = [F(x)} :

a a

Exemple : On sait qu'une primitive de f(z) = z* est F(z) = ~x3 donc ;

W H— W[ =

/01 22 de = F(1) — F(0) =

3.3.2 Intégration par parties

Propriété

Soient u et v deux fonctions dérivables et de dérivées continues sur [a ; b]. Alors,
b

/ab v (z) X v(z)de = {(uv)(w)}z —/ u(z) x v'(z) dx.

a

| Exemple :En posant «(z) = 1 et v(zx) = Inz sur [1 ; e], on obtient u(z) = =z



1
(& une constante pres) et v'(x) = —. Le théoréme donne alors :
T

e e e 1
/ 1xlnxdx:{mx1nx] —/mx—dm
1 1 1 x

= [elne—llnl]—/eldx
1
- [41
=e—(e—1)
/6lnxdx:1.
1

Remarque : L’intégration par parties est un outil tres puissant. Si on s’inspire de I'exemple précé-
dent, on peut écrire pour a >0 et x >0 :

/amln(t) dz[t)] = zlnzx — 2z — (alna — a).

On peut alors conclure qu'une primitive de z — Inz est la fonction z — rInz — x.

3.4 Valeur moyenne d’une fonction

Définition. S
oit f une fonction définie sur un intervalle [a ; b]. On appelle valeur moyenne de f le nombre p tel
que :

= bia/abf(w)dw-

Graphiquement, cette valeur correspond a la hauteur du rectangle de base b — a qui a la méme aire
que le domaine situé entre I’axe des abscisses et la courbe représentative de f sur [a ; b] :

=~
>

b
L’aire du rectangle bleu est égale a / f(z)dz.

Si f est une fonction T-périodique alors :

T
p= %/0 f(z)dz.

Remarque : En sciences physiques, la valeur efficace est définie comme étant la racine carrée de la

1 b
valeur moyenne du carré de la fonction : e = \/ 2 / f2(x) dx.
— a Ja
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