Lycée Evariste Galois spedrad Terminale Spé et

Corrigé : Devoir Maison n°l1

) Exercice 1 : (6 points)

1. On consideére la fonction f définie sur [0; +-o00[ par : f(z) =

(a)

(b)

3z
142z

La fonction f est bien définie sur [0; +o0].
La fonction f est dérivable sur ]0;+oo[, car c’est le quotient de deux fonctions dérivables sur ]0;+oo].
Posons,

u(z) =2z et v(z) =1
u'(x) =2 et v'(z) =2
Des lors, fllx) =

+ 2.
u(z)v(x) — u(z)v'(z)
v?(z)
222 +1) — 2z x 2
(14 2x)2
2
(1+2x)%

D’aprés la question précédente, on sait que, pour tout = € [0;+oo[, f/(z) > 0. Ainsi, la fonction f est
strictement croissante.

1 3u,,
2. On considére la suite (u,) définie par ug = 2 et telle que pour tout entier naturel n, u,11 = HL?
Up,
3ug 3 3
@ w= o T Ty1 1
3uy g 9 2 9
Up=——— = s =X =,
1+2u 1+3 4 5 10

(b)

Pour tout entier naturel n, on considére la propriété P(n) : 0 < u, < 1.

Initialisation : Pour n = 0, ug = % et 0 < up < 1. Ainsi, P(0) est vraie.

Hérédité : Soit n un entier naturel. Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n + 1) est vérifiée.
On remarque que, pour tout n € N, u, 11 = f(uy).

De plus, par hypothese de récurrence, on a : 0 < u,, < 1.

La fonction f étant croissante, on en déduit que : f(0) < f(u,) < f(1).

Par ailleurs, f(0) =0 et f(1) = 1. Ainsi, 0 < f(u,) < 1.

L’hérédité est donc vérifiée.

Conclusion : En appliquant le principe de récurrence, on peut affirmer que, pour tout n € N, 0 < u,, < 1.

Premieére méthode : Pour tout entier naturel n, on considére la propriété P(n) : u, < Upt1-

Initialisation : Pour n = 0, ug = % et up = Z Donc, up < u;.

En conséquence, P(0) est vraie.

Hérédité : Soit n un entier naturel. Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n + 1) est vérifiée.
Par hypothese de récurrence, on a : uy, < Upy1-

La fonction f étant croissante, on en déduit que : f(u,) < f(tnt1), S0it Upr1 < Upta-

L’hérédité est donc vérifiée.

Conclusion : En appliquant le principe de récurrence, on peut dire que, pour tout n € N, u,, < wupq1.
Autrement dit, la suite (u,,) est croissante.

Deuxieme méthode méthode : Pour tout n € N, on a :

3u,
1+ 2u, B

3u, Un (1 4 2uy,)
1+2u, 1+ 2u,
3upy, — up — 2u2)

1+ 2u,

20 (1 — uy)

1+ 2u,

Un+1 — Up = Unp

Or, selon la question précédente, pour tout n € N, 0 < u,, < 1. Donc, 1 — u, > 0 et par conséquent
2 (1 — uy,)

> 0. Autrement dit, la suite (u,,) est croissante.
1+ 2u,
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U
3. Soit (vy,) la suite définie, pour tout entier naturel n, par v, = z

1—u,
(a) Pour tout n € N, on a :
Un+1
Un+1 = 1 Uni1
3uy,
1+ 2u,
3y,
1+ 2u,
3un,
1+ 2u,
1+ 2u, 3y,
1+2u, 1+2u,

Sy,
14 2u,
- 1—-u,
1+ 2u,,
_ 3,
1=y,
= 3v,.
1
Ainsi, (v,) est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme vy = T f T = 1.
2
(b) Pour tout n € N, on a : v, = vy x ¢" = 3"
(c) Pour tout entier naturel n, on a :
—1+4+1
I T S
1—u, 1—u,
1
S v, =-—-1+4+
1—u,
1
S v+ 1=
1—u,
1
= =1
vy + 1 e
N 1
— =Uu
Up + 1 "
Un
=" =
v +1 o
3’”
Or, pour tout n € N, v,, = 3". Donc, u,, = o
(d) 3>1donc lim 3™ =400, et par somme lim 3"+ 1 = +oco. Nous avons donc une forme indéterminée.
n—+oo n—+00
3n 3" 1

Par ailleurs, u,, = = = .
T+l 3 (144) 1+

De plus, lim — = 0. En conséquence, par somme et par quotient, on obtient : lim wu, = 1.
n—+oo 3" n——+oo

Cette situation peut étre représentée par un arbre de probabilité.

As
Ay -
A
A °
. As
Ay .
As
Q
Ay



) Exercice 2 : (suite)

L. Ona:py=P(A2) =0,3. L
Les deux événements As et Az forment une partition de 'univers, en effet, = A3z U As.
En utilisant la formule des probabilités totales, on obtient :

ps = P(43)

P(A3N As) + P(A3 N A)

P(A3) x Pa,(A3) + P(Ay) x PA—Z(Ag,)
0,3x0,3+0,7x%x0,8

0,09 + 0, 56

= 0,65.

2. Ci-apres l'arbre de probabilité demandé :

0,3 — An+1

— An <0,7 _
7 ~ A

= Pn — An+1

~A

0,8
n <0,2
An+1

3. Les deux événements A,, et A,, forment une partition de I'univers, en effet, Q = A, U 4,,.
En utilisant la formule des probabilités totales, on obtient :

P+t = P(Ant1)
= P(An+1 NAp) + P(An+1 ﬁTn)
= P(An) % Pa,(Ans1) + P(A7) X Pa—(Ani1)
= 0,3xp,+(1—p,)x0,8

0,8 —0,5p,.

7/ 1\"" 8
4. Pour tout entier naturel n > 0, on consideére la propriété P(n) : p, = — (> + —.

Initialisation : Po 1 7 AN + 8 7 + 8 1et 1. Ainsi, P(1) est vraie
nitiall 0n : ur n = — — = — = — — = = 1. 11S1 vraile.
15\ 2 15 15 ' 15 & ’

Hérédité : Soit n un entier naturel non nul. Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n + 1) est vérifiée.
D’apres la question précédente on a, pour tout n € N* :

Pn+1 = Oa 8 — Oa 5pn

n—1
= 0,80,5<Zr5 (;) +185> par H.R.
7 1\" 4
= 0’“15(2) BT
7 1\" 12 4
= 15(‘2> AT
_ 7(1>"+8
15 2 15

7/ 1\"" 8
Conclusion : En appliquant le principe de récurrence, on peut dire que, pour tout n € N*, p,, = ' (2> +T5'

L’hérédité est donc vérifiée.

1 . 1\"
5. (a) —1< —3 < ldonc lim (—=] =0.

n——+oo 2

Par produit et somme de limites, on obtient : lim p, = —.
n—-+oo 15

(b) A long terme, Maria achétera 8 baguettes toutes les deux semaines.



) Exercice 3 : (3 points)

Dans un repere orthonormé (O; _z'>7 7, ?), on consideére les points suivants : A(—4;1;2), B(—1;2; 5), C(1;0;6) et
E(0;0;2).
—1—(-4) 3 1—(—4) 5
1.Ona:AB| 2-1 |eAB|1|eAaC| 0-1 | s Aac|-1].
5—2 3 6—2 4

3 1 3
De plus, 5 = = == 4). Ainsi, les deux vecteurs E et ﬁ sont non colinéaires. Autrement dit, les points les

points A, B et C' ne sont pas alignés, ils définissent donc un plan.

2. Une représentation paramétrique de la droite (AB) est donnée par :

r=—-34+3t
y=1+1
z=2+3t

3. Démontrer que le point D(—3;—4;1) appartient au plan (ABC) revient a démontrer I’existence de deux réels a
et b tels que E = aﬁ -+ b@. Résolvons donc le systeme :

1=3a+5b Ly

—-5=a-"> LQ 5

—1=3a+4b Ls
La combinaison linéaire L1 — L3 entraine 2 = b.

Et, par substitution dans I’équation Lo, on obtient : —5 = a — 2, soit a = —3. Une vérification s’impose dans les
deux autres équation.

On déduit alors que, AD = —3A4B + 94C. En conséquence, D € (ABC).

) Exercice 4 : (3 points)

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse. Chaque réponse doit étre justifiée. Une
réponse non justifiée ne rapporte aucun point.

e ABCDEFGH est un cube d’aréte de longueur 1. Les points I, J, K, L et M sont les milieux respectifs des arétes
G

[AB], [BF], [AE], [CD] et [DH].

Affirmation 1 est vraie. En effet, en utilisant la relation de Chasles, on obtient :

JH = JF+FE+EH
= %B?—FELX—I—B? car, ﬁ:B.Xl et Eoﬁ:B?

= %EI?[ + 2BI + BC car, BF = DH et I est le milieu de [BA]

— 2BI +DM — CB car, M est le milieu de [DH].

Affirmation 2 est fausse. En effet, en utilisant la regle du parallélogramme dans le rectangle ABGH, on obtient :

AC = AH + AB.

Ainsi, les vecteurs du triplet (AB, AH, AG) sont coplanaires. Ils ne forment donc pas une base de ’espace.



) Exercice 4 : (suite)

e Dans l'espace muni d’un repeére orthonormé, on consideére : les points A(2; 0; —1) et B(5; —=3; 7).
On note (d) la droite de représentation paramétrique

x = —12+42k
y = 6 ,ou k e R.
z = 3— bk

— Les droites (AB) et (d) sont-elles paralleles ?

3
AB | =3 est un vecteur directeur de la droite (AB).
3
2

W@ | 0 | est un vecteur directeur de la droite (d).
=5

2 0 -5
Or, 3 =4 3 = 8) , donc les deux vecteurs AB et @ sont non colinéaires. Autrement dit, les deux
droites (AB) et (d) ne sont pas paralleles.

— Les droites (AB) et (d) sont-elles sécantes ?
Une équation droite paramétrique de (AB) est donnée par :

x = 2+ 3k
y = -3k ,ou k' € R.
z = —1+8k
Résolvons le systeme d’équations :
—12 + 2k =2 + 3k’ 2k —3k' =14 L
6 = —3k Sk =-2 Lo .
3—5k=—1+ 8K S5k +8k' =4 L3
s . . . . . 14 -6
Par substitution dans ’équation de la ligne L, on obtient : 2k 4+ 6 = 14, soit k = ——— = 4.
4+ 16
Et, par substitution dans I’équation de la ligne L3, on obtient : 5k — 16 = 2, soit k = +T =4.

Le résultat est cohérent! En conséquence, les deux droites (d) et (AB) sont sécantes.

Affirmation 3 est ainsi fausse. Les droites (AB) et (d) ne sont pas paralléles mais elles sont pas sécantes
donc elles sont bel et bien coplanaires.

) Exercice 5 : (3 points)

Soit X dont la loi est donnée par :

1. L’espérance de X :

4
E(X) = Y zixP(X =)

= 1 XPX=z1)+23x P(X =x2) + 23 Xx P(X =23) + x4 X P(X = x4)
= —2xPX=-2)+40xPX=0+1xPX=1)+5xP(X=25)
—-2x%x0,24+0x0,64+1x0,1+5x0,1

0,2.

Variance de X :

VX)) = Z(x — B(X))? x P(X = ;)
= (-2-0,2’xP(X=-2)+(0-0,2)>x P(X =0)+(1-0,2)> x P(X =1) + (5 - 0,2)* x P(X = 5)
= 3,36.



) Exercice 5 : (suite)
2

2. Soit = un nombre réel et la variable aléatoire Y = (X — z)°.

() Ona: PX =2;))=P(X —x=x;— 1) = P((X —2)? = (z; — 2)?) = P(Y = y;) avec y;

Ainsi, la loi de probabilité de Y est donnée par le tableau suivant :

[ v [ (2-2[0-2[(0-2°[(-2)]
[p0=y) ] 02 | 06 | 01 [ 01 |
Par linéarité de ’espérance, on obtient :
EY) = EX-2)?
= E(X?-22X +1?)

(
(
= E(X?) - 2zE(X)+ z?
= E(X?) - (E(X))?+(E(X))?-22E(X) + 2?
= V(X)+ (BE(X))? -22E(X) + 2
= 3,36+40,22 - 0,4z + 22
z? — 0,4z + 3,4.

(b) On considere la fonction ¢ définie sur R par ¢(x) = 22 — 0,4z + 3, 4..
La fonction ¢ est dérivable sur R, car c’est une fonction polynéme de degré 2. Ainsi,

¢ (z) =2z —0,4.

De plus, ¢'(z) =0 < 22 — 0,4 =0 < 2 = 0,2. On déduit le tableau de variation :

T —00 0.2 +00
¢'(2) - 0 +
“+00 +00

Ainsi, E(Y) atteint sa valeur minimale lorsque 2 = 0, 2.
(¢) La valeur minimale de E(Y") est donc 3,36.

A



