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I. Produit scalaire
Le produit scalaire a été défini en classe de 1re dans le plan. Sa définition
reste inchangée dans l’espace.
Définition
Soient ÝÑAB et ÝÑAC deux vecteurs de l’espace. Soit H le projeté orthogonal
de C sur pABq.
Le produit scalaire des vecteurs ÝÑAB et ÝÑAC , noté ÝÑAB ¨

ÝÑAC , est défini par :
‚ ÝÑAB ¨

ÝÑAC “ AB ˆ AH si les deux vecteurs forment un angle aigu ;
‚ ÝÑAB ¨

ÝÑAC “ ´AB ˆ AH si les deux vecteurs forment un angle obtus.

Les propriétés sur le produit scalaire dans l’espace sont les mêmes que
celles dans le plan.
Propriété
Pour tous vecteurs ÝÑu , ÝÑv et ÝÑw de l’espace :

‚ ÝÑu ¨ ÝÑv “ }ÝÑu } ˆ }ÝÑv } ˆ cos
`

ÝÑu ,ÝÑv
˘

;
‚ ÝÑu ¨ ÝÑv “ ÝÑv ¨ ÝÑu (propriété de symétrie) ;
‚ ÝÑu ¨

`

ÝÑv ` ÝÑw
˘

“ ÝÑu ¨ ÝÑv ` ÝÑu ¨ ÝÑw ;
‚ @pλ;µq P R2,

`

λÝÑu
˘

¨
`

µÝÑv
˘

“ λµ
`

ÝÑu ¨ ÝÑv
˘

;

‚ ÝÑu ¨ ÝÑv “
1
2

`

}ÝÑu }2 ` }ÝÑv }2 ´ }ÝÑu ´ ÝÑv }2˘

;

‚ ÝÑu ¨ ÝÑv “
1
2

`

}ÝÑu ` ÝÑv }2 ´ }ÝÑu }2 ´ }ÝÑv }2˘

;

‚ ÝÑu ¨ ÝÑv “
1
4

`

}ÝÑu ` ÝÑv }2 ´ }ÝÑu ´ ÝÑv }2˘

.
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Les propriétés faisant intervenir les coordonnées change afin d’intégrer la
troisième composante.

Propriété
Dans un repère orthonormé pO;

ÝÑi ;
ÝÑj ;

ÝÑk q, c’est-à-dire où

ÝÑı ¨ ÝÑȷ “ ÝÑı ¨
ÝÑk “

ÝÑk ¨ ÝÑȷ “ 0, on considère deux vecteurs ÝÑu

¨

˝

x
y
z

˛

‚ et

ÝÑv

¨

˝

x1

y1

z 1

˛

‚. Alors, ÝÑu ¨ ÝÑv “ xx1 ` yy1 ` zz 1.

Exemple

Soient ÝÑu

¨

˝

´1
2
1

˛

‚ et ÝÑv

¨

˝

3
5

´7

˛

‚. On a alors,

ÝÑu ¨ ÝÑv “ ´1 ˆ 3 ` 2 ˆ 5 ` 1 ˆ p´7q “ ´3 ` 10 ´ 7 “ 0.
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Définition
Soient deux vecteurs ÝÑu et ÝÑv de l’espace. On dit que ÝÑu et ÝÑv sont
orthogonaux si ÝÑu ¨ ÝÑv “ 0.

Exemple

Soient ÝÑu

¨

˝

´1
2
1

˛

‚ et ÝÑv

¨

˝

3
5

´7

˛

‚. ÝÑu ¨ ÝÑv “ 0 donc les deux vecteurs ÝÑu et ÝÑv

sont orthogonaux.

Définition
Soit P un plan de l’espace et soit ÝÑn un vecteur de l’espace.
On dit que ÝÑn est un vecteur normal à P si, pour tout vecteur ÝÑp de P,
ÝÑn ¨ ÝÑp “ 0.

Définition
Soient deux vecteurs ÝÑu et ÝÑv de l’espace. On dit que ÝÑu et ÝÑv sont
orthogonaux si ÝÑu ¨ ÝÑv “ 0.

Exemple
Dans le cube ABCDEFGH, les deux vecteurs ÝÝÑCG et ÝÝÑDC sont orthogonaux.
Par ailleurs, ÝÝÑCG est un vecteur normal à (ABC) et ÝÝÑDC un vecteur normal
à (ADE). Ainsi, les plans (ABC) et (ADE) sont perpendiculaires.

A B
CD

E F
GH
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Définition
Soient deux plans P1 et P2 de l’espace.
On dit que P1 et P2 sont orthogonaux si tout vecteur ÝÑu1 de P1 est
orthogonal à tout vecteur ÝÑu2 de P2.

Propriété
Soient deux plans P1 et P2 de l’espace, de vecteurs normaux respectifs ÝÑn1
et ÝÑn2.

P1 et P2 sont orthogonaux ðñ ÝÑn1 ¨ ÝÑn2 “ 0.

Cette dernière propriété sera très utilisée pour démontrer l’orthogonalité
de deux plans.



Orthogonalité &
Distances dans

l’espace

Terminale Spé

Produit scalaire
Orthogonalité de
deux vecteurs

Orthogonalité de
deux plans

Équations
cartésiennes d’un
plan

Détermination d’une
représentation
paramétrique de
l’intersection de 2
plans

Intersection d’une
droite et d’un plan

Distances
Distance entre deux
points

Distance d’un point
à un plan

Propriété
L’espace est rapporté à un repère orthonormé pO;

ÝÑi ;
ÝÑj ;

ÝÑk q. Soit P un

plan de vecteur normal ÝÑn

¨

˝

a
b
c

˛

‚. On a alors, pour tout point Mpx; y; zq

l’espace, M P P ô ax ` by ` cz ` d “ 0, où d P R.

Démonstration
Pour tout point M du plan, on a :
ÝÝÑAM .ÝÑn “ 0 ô apx ´ xAq ` bpy ´ yAq ` cpz ´ zAq “ 0 ô

ax ` by ` cz ´ paxA ` byA ` czAq “ 0.
D’où la forme annoncée.

Définition
« ax ` by ` cz ` d “ 0 » est appelée une équation cartésienne du plan P.

Remarque
Pour un triplet donné pa; b; cq, il existe une infinité d’équations
cartésiennes car d P R.
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Exemple
Donner de deux façons différentes l’équation cartésienne du plan passant

par le point Ap´1; 2; 3q et de vecteur normal ÝÑn

¨

˝

2
´3
1

˛

‚.

Méthode n˝1 : L’équation est de la forme 2x ´ 3y ` z ` d “ 0 et le plan
passe par le point A, d’où : 2p´1q ´ 3 ˆ 2 ` 3 ` d “ 0 ce qui donne
l’équation 2x ´ 3y ` z ` 5 “ 0.
Méthode n˝2 :
ÝÝÑAM .ÝÑn “ 0 ô 2px ´p´1qq`p´3qpy ´2q`1pz ´3q “ 0 ô 2x ´3y `z `5 “ 0.
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On considère les plans P et P 1 d’équations cartésiennes respectives :

P : 2x ` 3y ´ z ` 5 “ 0
P 1 : x ` y ` 1 “ 0

Nous souhaitons déterminer une représentation paramétrique de
l’intersection de ces deux plans si elle existe.
Pour cela, on « résout » le système suivant, en conservant une inconnue et
en la considérant comme un paramètre (ici, z) :

#

2x ` 3y ´ z “ ´5
x ` y “ ´1

ðñ

#

2x ` 3y “ z ´ 5 L1

2x ` 2y “ ´2 L2

ðñ

#

y “ z ´ 3 L1 ´ L2

x “ ´1 ´ pz ´ 3q

ðñ

#

y “ z ´ 3
x “ ´z ` 2

ðñ

$

’

&

’

%

x “ 2 ´ t
y “ ´3 ` t
z “ t

, t P R

L’intersection des deux plans existe et est la droite passant par le point

Ap2;´3; 0q et de vecteur directeur ÝÑu

¨

˝

´1
1
1

˛

‚.
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On considère le plan P d’équation 5x ` y ´ z ` 3 “ 0 et la droite D

passant par Ap0; 1; 3q et de vecteur directeur ÝÑu

¨

˝

1
0
3

˛

‚.

1 On vérifie d’abord que PPP et DDD se coupent en un point.

Un vecteur normal à P est ÝÑn

¨

˝

5
1

´1

˛

‚; donc,

ÝÑu ¨ ÝÑn “ 5 ˆ 1 ` 1 ˆ 0 ` p´1q ˆ 3 “ 2 ‰ 0 donc D n’est pas parallèle à
P : il y a donc un point unique d’intersection. Appelons-le I.

2 Déterminons les coordonnées de I.
La représentation paramétrique de D est :

$

’

&

’

%

x “ t
y “ 1
z “ 3 ` 3t

, t P R.

Étant donné que I appartient à D, il existe un réel k tel que
I pk; 1; 3k ` 3q.
En substituant les valeurs de x, y et z en fonction de k dans l’équation
cartésienne de P, on a :

5k ` 1 ´ p3 ` 3kq ` 3 “ 0
ðñ 2k ` 1 “ 0

ðñ k “ ´
1
2

Finalement, on a : I
ˆ

´
1
2
; 1;

3
2

˙

.
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II. Distances

Propriété
L’espace est rapporté à un repère orthonormé pO;

ÝÑi ;
ÝÑj ;

ÝÑk q. Soient deux
points ApxA; yA; zAq et BpxB; yB; zBq. La distance entre A et B est donnée
par l’égalité :

AB “

b

pxB ´ xAq2 ` pyB ´ yAq2 ` pzB ´ zAq2.

Démonstration
AB “

b

}
ÝÑAB}2 “

a

ÝÑAB.
ÝÑAB “

a

px ´ xAq2 ` py ´ yAq2 ` pz ´ zAq2.
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Définition
Soit P un plan de l’espace, et soit A un point quelconque de l’espace.
Soit pdq la droite passant par A et orthogonale à P ; elle coupe P en un
point H . H est appelé le projeté orthogonal de A sur P.

Propriété
Soit P un plan de l’espace, et soit A un point quelconque de l’espace. On
note H le projeté orthogonal de A sur P. Alors, H est le point de P le plus
proche de A.

Démonstration
Soit H le projeté orthogonal du point A sur le plan P.
Supposons qu’il existe un point K du plan P plus proche de A que l’est le
point H .
KA ď HA car K est le point de la droite le plus proche de A. Donc
KA2 ď HA2.
Or, pAHq est orthogonale à P, donc pAHq est orthogonale à toute droite
de P. En particulier, pAHq est perpendiculaire à pHKq.
Le triangle AHK est donc rectangle en H . D’après le théorème de
Pythagore, on a :

HA2 ` HK2 “ AK2.

Ainsi,
HA2 ` HK2 ď HA2.

Donc HK ď 0, ce qui est impossible sauf dans le cas où le point K est le
point H .
On en déduit que H est le point du plan le plus proche du point A.
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Propriété
L’espace est muni d’un repère orthonormal pO;

ÝÑi ;
ÝÑj ;

ÝÑk q.
Soit P un plan d’équation cartésienne ax ` by ` cz ` d “ 0, et soit
ApxA; yA; zAq un point quelconque de l’espace. La distance du point A au
plan P est :

d pA ; Pq “
|axA ` byA ` czA ` d|

?
a2 ` b2 ` c2

.

Démonstration
Notons H le projeté orthogonal de A sur P. Alors, pAHq est orthogonale à
P, donc admet pour vecteur directeur un vecteur normal à ce plan, soit
ÝÑu pa; b; cq et donc pAHq a pour représentation paramétrique :
$

&

%

x “ xA ` at
y “ yA ` bt
z “ zA ` ct

, t P R.

H étant le point d’intersection de cette droite et de P, on a :

a pxA ` atq`b pyA ` btq`c pzA ` ctq`d “ 0 , soit : t “ ´
axA ` byA ` czA ` d

a2 ` b2 ` c2 .

On a alors :

AH2 “ pxH ´ xAq2 ` pyH ´ yAq2 ` pzH ´ zAq2

AH2 “
paxA ` byA ` czA ` dq2

a2 ` b2 ` c2

AH “
|axA ` byA ` czA ` d|

?
a2 ` b2 ` c2

.
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