Classe : Terminale Maths Spé

Dérivation & Convexité

Lycée : Evariste Galois

Exercice n°1

Soient f et g¢g deux fonctions définies et dé-

rivables en un nombre réel a telles que
fla) =g(a) =0 et g'(a) #0.
1. On peut écrire :
f@) _ @) @) _z-a
9(z) T—a 9(x) —g(a)
car, f(a) =g(a) =0.
Or, lim w = f'(a) d’aprés la définition
du nombre dérivé (vue en classe de premiére).
De méme, lim 9(x) = 9(a) = ¢'(a) donc

T—a r—Qa

@ — @ g 9@ 7 0 par bype
theses).
Ainsi,

T@-f@)  _wma
I Sdo—ao* P% @
et donc,

i 10 _ 1@
g(z)  g'(a)

r—>

a g(
2. Posons f(x) cos(bx) — cos(3z) et g(xr) =
sin(4x) — sin(3x).
Alors, f'(z) = —5sin(5z) + 3sin(3z) et ¢'(x) =
4 cos(4x) — 3 cos(3z).
Ainsi, f/(0) =0 et ¢’(0) = 1.
f et g vérifient toutes les conditions nécessaires
pour utiliser la régle de ’'Hospital donc :

. cos(bx) — cos(3x)
lim — -
-0 sin(4z) — sin(3x)

Exercice n°2

= 0.

1. lim
— lim (e —1)=e"-1=1-1=0
— lim (e**-1)=e’—1=1-1=0

z—0 0
On a donc une forme indéterminée du type « — » donc on

pense a faire apparaitre un ou plusieurs taux d’accrois-

sement.
z—0

X .
e2r — 1

e’ —1 e"—1

e2r —1 -0

x
-1 —
— lim & = lim u() = u(0) =u'(0) = e =1 avec
z—0 x — 0 z—0 z—0
u(z) = e* et donc u'(z) = e*;
z—0 -0 1 1

—_— l‘ —_— l‘ = = —_— =
502 — 1 250 u(z) —0(0)  o/(0)

avec v(x) = ** et donc v'(x) = 2€%*.
On en déduit alors que :
e’ —1

1m
z—0 2% — 1

1
3"

2 x—1
2. lim ——.
z—1 ert—1 — 1
<l
— lim2e*'=1>0

x—1
<l
lim (e" ' —1) =0~
x—1
<l

Ainsi, par quotient,

Qem—l
Iim ——— = —o0.
z—1er—1 — 1
<l

Exercice n°3

— 7T est la tangente a Cy au point d’abscisse 0.
— T est la tangente a C,4 au point d’abscisse 2.
— Cq4 et Cy se coupent en deux points d’abscisses
respectives 0 et 4.
A Taide du graphique ci-dessus, répondez aux ques-
tions suivantes.

1. f/(0) = 1 car f’(0) représente le coefficient directeur de
la tangente 7. Et pour calculer le coefficient directeur de
cette droite, on considére deux points qui sont sur cette
droite : par exemple, A(—1; —1) et O(0;0).

ron Yo —ya  0—(-1)
f(o)_xo—l’A _0—(—1)

=1

g'(2) = 0 car la tangente a C4 est horizontale, et comme
toute droite horizontale, elle a un coefficient directeur
nul.

2. f(z) = glx) < x € [0;4] car c’est sur cet intervalle
que Cy est au-dessus de C,,.

Exercice n°4

Une fonction f est représentée par la courbe C ci-
dessous.
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D est la tangente a C au point d’abscisse 0.

Le point de C d’abscisse 1 est un minimum local. La courbe C ci-dessous est celle d’'une fonction f telle

1. f(0) est I'ordonnée du point de C d’abscisse 0 : c’est le que d
point d’intersection de la courbe avec I’axe des ordonnées. flx)= ar? +br +c+ ——
Donc f(0) = —1. 5 +1
1'(0) correspond au coefficient directeur de la tangente a
C au point d’abscisse 0. C’est donc le coefficient directeur
de D. Donc f'(0) =1 (les points de coordonnées (0; —1)
et (1;0) sont sur la droite donc le coefficient directeur est

yp—ya _ 0—(-1)

= :]_.
rp—TA 1-0

2. L’énoncé dit que le point de la courbe d’abscisse 1 est un
minimum local. Donc f/(1) = 0.

3. D a pour équation y = x — 1 (coefficient directeur égal &
1 et coupe l'axe des ordonnées en —1). Donc 1’équation
revient a trouver les abscisses des points d’intersection
de D et C. On sait :
Les solutions sont donc =0 et z = 2. — Condition (1) : que les points A(—1;0), B(0;1), C(1;2)
appartiennent a C;

— Condition (2) : I'axe des abscisses est tangente a C au

4. La fonction f est croissante jusqu’a —, puis décroissante

jusqu’a 1, puis croissante, d’ou le tableau de signes sui- point A.
vant :
2dx
[ 1 1. fl(x)=2ax+b— ——.
x 00 3 1 + (@) (22 +1)°
I + 0 - 0 + La condition (2) permet d’écrire : f'(—1) = 0, soit :

1

La courbe suivante représente une fonction f sur

[—3;5). 2. La condition (1) permet d’écrire :
La droit tt te al b int d’abs-
Cizser(())leﬂes angente & la courbe au point d’abs > A(=1:0) €C—> f(—1) = 0= a—b+c+Ld=o.
La droite 75 est tangente a la courbe au point d’abs- » B(0;1)eC= f(0)=1=c+d=1
cisse 3,5. » C(L,2)eC= f(l)=2=a+b+tc+3d=2.
6 3. Nous avons alors le systéme suivant :
5 2
gl —2a+b+3d=0 I,
2 C+d:1 LQ
5 T 1 a—b+c+%d=0 L3'
-1 atb+c+3d=2 Ly
—2 3

En soustrayant L4 — L3, on obtient a ’équation : 2b = 2.

Ainsi, b =1. Des lors,
1. f(0) =1 (cela correspond a 'ordonnée du point d’abs-

cisse 0 qui est sur la courbe). et ld——1 I
Phali 1

3
1(0) = —% Pour déterminer cette valeur, on prend deux ct+d=1 L.

points de la tangente a la courbe passant par le point
d’abscisse © = 0. Les points A(0; 1) et B(5; —2) sont sur
cette tangente. On calcule alors la pente de cette droite :

atc+3d=1 Lj

En faisant (L}) — (L)), on obtient : @ — +d = 0. Soit :

’ _Yyp—Yya _ —+4—1 = 2a. L’équation est alors eéquivalente a :
£(0) = _ 2 1__§ d=2a.L’é i L lors équival A
rp—TA 5—-0 5‘
1
—d+-d=-1
2. f(3,5) ~ 3,5 et f'(3,5) =~ 3,2. 2
3. Le tableau de signes de la fonction f est le suivant : Soit : d = 2 et donc a = 1. L'équation (E}) donne alors :
T Foo 15 T c+2=1,soit c = —1.
i il — 0 + Oi ) 9
Finalement, on a : f(z) =2 +2— 1+ ——.

2 +1



On a représenté ci-dessous la courbe représentative Cy
d’une fonction f ainsi que deux de ses tangentes 77 et

T_1.

Ti

On sait que f(z) = az® + bz + c.

1.

f£(0) = 6 car Cy coupe I'axe des ordonnées en un
point d’ordonnée égale a 6.

De plus, f(0) = ax0%?+bx0+c = c. Donc ¢ = 6.

2. f'(z) = 2az +b.

3. f/(1) = —3 car le coefficient directeur de 77 est

égal a —3.

f'(=1) =1 car le coefficient directeur de T_; est
égal a 1.

f'1)=2a+b=-3et f/(-1) = —2a+b=1.
Dot :

2a +b= -3
—2a+b=1

= 2b=-2=0b=—1.
Ainsi,

= (2a+b)+(—2a+b) = —3+1

20+b=-3=2a+(-1)=-3=a=-1.
L’équation f(x) = 0 admet pour solutions —3 et
2. En effet, Cy coupe I'axe des abscisses en deux
points d’abscisses respectives —3 et 2.

f(x) = —2? — x + 6 donc son discriminant est :

A =0b%—4ac= (1) —4 x (—1) x 6 = 25,

A étant strictement positif, cette équation admet
deux solutions :

—-b—vA 1-5 —4
{L’lz = :7:2
2a o =2
g PTVE 1456
T 2 T 2 2 7

On considére la fonction f définie sur D =] —
00; 0[U]0; 4] par :
T —2
@)= a2
f(2)=0

1. Calculons liH(l] f(x). Pour cela, on écrit :
T—r

@) = x—2 X\/m+2
Vi—z-2 Vi—-z+2
(-2 (VA-z+2)
4—x—4
(z—2)(Vi—z+2)

lim [(z—2) (Vi—z+2)] =-8

s =07
>0
(par quotient) lir% flx) =400
r—

x>0

lim [(z ~2) (VA — 7 +2)] = -8

lim (—z) =0%
z—0
<0
(par quotient) lim f(z) = —oo
z—0

<0

lim f(z) # lim f(z) donc f n’est pas continue en 0.
z—0 z—0
x>0 z<0

. Calculons C11_>1112 f(z).

lim(z—2) (VA—2+2)=0"
T2

lim (—z) = -2

T2

(par quotient) lima — 2f(x) =0
Ainsi, f(2) = 911312 f(z).

La fonction f est par conséquent continue en 2.

. La fonction z — x — 2 est dérivable sur R.

La fonction x — +/4 —x — 2 est dérivable partout ou
4 —x > 0, donc pour x < 4, et s’annule pour z = 0.
1
La fonction X +— X est dérivable pour tout X non nul.
Ainsi, f est dérivable sur | — co;0[ et sur ]0; 4].
— Dérivabilité en 4.
Le taux d’accroissement de f en 0 est :

(h) = f4- })l f4)
1 2-h
“h V-
1 2-h f+2
“h \/E f+2




Ainsi, %m}) 7(h) = —o0. La fonction f n’est donc pas
—
h>0

dérivable en 4.

— Dérivabilité en 0.
La fonction f n’est pas continue en 0, donc elle n’est
pas dérivable en 0.

. lin% f(z) = oo donc la droite d’équation x = 0 est une
T—
asymptote a la courbe représentative de la fonction f
(notée C).
De plus, lim 7(h) =
h—0
h>0
verticale dirigée par le bas en 4.

—oo0 donc C admet une tangente

On considere la fonction f définie par :

vri4+z+2-2 .
fl@)= ———— iz

rz—1

£1

y V2 ¥z +2+2
Vit o +2+2
_ 22+z—2
S (@-1) (Ve tz+2+2)
(z—1)(z+2)
(z—1) (Va2 +2+2+2)
T+ 2

=— siz#1
Val+zx+2+2 7

Va4 r+2-2

z—1

. f(@)

Ainsi, 1i1rn1 f(z) = f(1). Par conséquent, f est conti-
r—

nue en 1.

3
1

. Le taux d’accroissement de f en 1 est :

JFTrar2-2 _ 3
_f@)—fQ) et 4
(@) = x—1 N z—1
_Avart 4o +2—(3x45) " AVl +z+2+ (3z+5)
4(x —1)2 V2 +xz+ 2+ (32 +5)

1622 + 162 + 32 — 922 — 302 — 25

A —1)2 (Ve Tz + 2+ (32 +5))

B Tx? — 14 +7

412 (et r+ 2+ (32 +5))

B 7(x—1)2

A —1)2 (Ve tr + 2+ 3z +5))
7

T 4(VPtat2+ (32 +5))

Ainsi, i = —.
insi, lim 7(x) 16
La limite du taux d’accroissement de f en 1 étant une
valeur finie, f est dérivable en 1.

. La fonction x — v/z2 + z + 2 est dérivable pour tout z
ou le radicant est strictement positif, ce qui est toujours
le cas car le discriminant de 22 +z +2 est strictement né-
gatif. Ainsi, la fonction z — V22 4+ x + 2—2 est dérivable
sur R.

1.

. La dérivée de u

1
La fonction X +— — est dérivable sur | — 00;0] et

sur]0; +oo[ donc la fonction x +—

x # 1.
Par conséquent, la fonction f est dérivable pour = # 1
comme produit de deux fonctions dérivables pour x # 1.

Il est dérivable pour

On considere la fonction f définie par :

VvV1—22 si

cos(z) st

fx) =

lim (v1—22) =v1-02=1;

z—0

lim cos(x) = cos(0) = 1.

z—0

Les deux limites (a droite et & gauche de zéro) sont égales,
donc f est continue en 0.

—2x
2WT—a2
s limi 4 Tim () —

Vi et sa limite en 0 est : }g%u (x) = 0.
La dérivée de la fonction v : cos(z) est v'(z) = — sin(z)
et sa limite en 0 vaut : lin%) v'(z) = 0.

r—

/1 —a? est u/(x) =

Les deux limites étant égales, la fonction f est dérivable
en 0 (le nombre dérivé & gauche est égal au nombre dérivé
a droite).

On consideére la fonction f définie sur [—2;1] par :
fz) =ze ™+ 2.

1. f est de la forme u x v avec :

f(z) = (W'v +v'u) (@)
=1X67I+(€7I) X T

@) = (1—w)e.

. e > 0 pour tout réel z donc f'(x) est du signe de

1 — z, c'est-a-dire positif sur [—2;1] (intervalle ou est
définie notre fonction f).

Par conséquent, f est strictement croissante sur [—2;1].

. Sur [-2;1],

— f est continue (comme produit de deux fonctions
continues) et strictement croissante ;

— f(-2) = 2?42~ —-128 < 0et f(1) =e 1 +2>0;
ainsi, 0 est une valeur intermédiaire entre f(—2) et
£(1).

Ainsi, d’apres le corollaire du théoréeme des valeurs in-

termédiaires, il existe une unique valeur [—2; 1] telle que

fa) =0.

A T'aide de la calculatrice, on trouve o ~ —0,85 (il suffit

de dresser un tableau de valeurs de f(x) sur [—2;1] avec

un pas de 0,01 pour x).



On injecte par voie intraveineuse un médicament.
Le taux du produit dans le sang est modélisé par la
fonction :

flt) =

ou t représente le temps apres injection, exprimé en
heures.

(1-0,02t)e %2 | € [0;50].

1. f est de la forme u x v avec :

u(t) = 1 —0,02t, u'(t) = —0,02, v(t) = e %2 V/(t) =

—0,2e70:2,
f(t) = (W'v +v'u)(t)
= —0,02¢7%2" —0,2(1 — 0,02t)e~ "
=[-0,02-02(1-0,02)t]e”"*

= (0,004t — 0,22)e~ %%,

e=92t > 0 pour tout réel t donc f’(t) est du signe de
0,004t — 0,22.

22
0,004t = 0,22 > 0 <= t > 0

0.004 <~ t > 55.

Ainsi, f'(t) < 0 sur [0;50]. La fonction f est donc stric-
tement décroissante sur cet intervalle.

. Sur [0;50],
— f est continue et strictement décroissante ;
— f(0) =0 et f(50) = 0 donc 0,5 est une valeur inter-
médiaire entre f(0) et f(50).

Par conséquent, d’apres le corollaire du théoréeme des
valeurs intermédiaires, il existe une unique valeur o €
[0;50] telle que f(«) = 0,5.

A laide de la calculatrice, on trouve a = 3,1.

Cela signifie qu’au bout de 3,1 h, soit 3 heures 06 min,
le taux du médicament dans le sang sera de 0,5.

On considere une fonction f dont la courbe représen-
tative est la suivante :

—104

—151

— 20

7-25_ ,,,,,,,,,,, ) [ [N

Sur | —o0; al, f est concave car la courbe est en dessous
de ses tangentes.
Sur [a; +00[, f est convexe car la courbe est au-dessus
de ses tangentes.

1.

2.

« Déterminer la convexité d’une fonction » signifie re-
garder sur quels intervalles cette fonction est concave,
et sur quels autres intervalles elle est convexe.

Quand il s’agit de regarder la convexité d’une fonc-
tion en ayant son expression, nous devons calculer sa
dérivée et étudier le signe de cette derniere.

f est de la forme uv donc f' = v'v + v'u avec :

u(z) =z u'(x) =1
V(z)=e"" v(z)=—e"
d’ou
fllg)=1xe"+zx(—e®)
=1(e " —zxe ®
=(1—-z)e "
f' est aussi de la forme uv avec :
u(z)=1-—= u'(z) =—1
v(x)=e® Vv'(z) = —e"
d’ou
ff@)=-1xe "+ (1—z)x (—e")

(I1—xz)e™ "
[—-1-(1-2)]e®
= (- 1—1+x) v
= (= 2)e”

— _16—.7, _

Or, pour tout réel x,
e *>0

donc f”(z) est du signe de x — 2, d’oti le tableau de la
page suivante.

x —00 2 +o0 s
J" () — 0 - |
f concave P.J. convexe I

Il y a ici un point d’inflexion car f”(z) s’annule en
changeant de signe.

Lors de la propagation d’une rumeur, le nombre d’indi-
vidus propageant cette rumeur x jours apres son com-
mencement est donné, en unité, par la fonction :

f(z) =100 + e 0l pour z € [0;50].

Le nombre d’individus propageant cette rumeur initiale-
ment correspond a f(0).

£(0) =100 + 04 x e=0:1x0 = 10p.

Il y a donc initialement 100 personnes qui propagent ini-
tialement cette rumeur.

0,1z

(a) La dérivée de f(z) est la dérivée de z*e™ car la

dérivée de 100 vaut 0.



4,-0,1z

x est de la forme uv avec :

u(x) = 24 v (z) = 43

v(z) = e 01 v'(z) = —0,le "1z
donc :

f'(@) = (u'v + w')(x)
= 42Pe™01 4 g4 (= 0,1e7017)
— 42301 _ 0 1z x 2Pe 01"
= (4—0,1z) x g3 01®

fl(z) = 23(4 — 0,1z)e” 1=,
(b) f'(z) est du signe de 4 — 0,1z car une exponentielle
est toujours strictement positive et 3 > 0 pour

z = 0.
De plus,

4-01z>20 < 4 >0,z

— >
< 0’1 Zx
<~ 40>z
d’ou le tableau suivant :
T 0 40 50 |
f(z) [0 + 0 — |
f 100 —_— T 42212I

3. f est convexe si f’(z) > 0.
On voit que f”(z) est du signe de 0,012% — 0,8z + 12,
donc le discriminant est :

A= (-0,8) —4x 0,01 x 12=0,16

donc les deux racines sont :

0,8 — /0,16 0,8 + /0,16
B e p— 2 = -
o 0,02 0 etz 0,02

Ainsi,
— f"(x) €0, donc f est concave, sur [20;50] ;
— f"(x) 2 0, donc f est convexe, sur [0; 20].
4. (a) f estcroissante jusqu'a x = 40, donc il faut attendre
40 jours avant que la rumeur diminue.

(b)
()

Le nombre maximum d’individus propageant cette
rumeur est f(40) ~ 46 988.

La notion de « diminution de croissance » corres-
pond a la présence d’un point d’inflexion. Ici, c’est
au bout de 20 jours que cela se produit (d’apres la
question B).

La courbe représentative de la fonction f telle que
f"(z) = (z — 1)%e* admet-elle un point d’inflexion ?

Une courbe admet un point d’inflexion uniquement lorsque
la dérivée seconde s’annule en changeant de signe. Or, pour
tout réel z,

— (z —1)2 > 0, en s’annulant pour z = 1,

— e > 0.

60 >

La condition f”(x) = 0 est bien satisfaite en = 1, mais
f”(z) ne change pas de signe en cette valeur.

Ainsi, la courbe représentative de f n’admet pas de point
d’inflexion.

On considere la fonction f définie par :
1
flz) = §x3 + 222 + 1.

1. La fonction f est définie pour u(z) > 0.

u'(z) = 2% + 4o = x(x + 4) d’ott le tableau suivant :

T Foo  « —4 0 +
u' () + 0 — 0 +
v 163 +0o0
—00 1
|

La fonction u est continue et strictement croissante sur
] — 00;—4[. De plus, lima, , o f(z) = —c0 < 0 et
f(—=4) > 0 donc 0 est dans f(] — oo; —4]).

Ainsi, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs in-
termédiaires, il existe une unique valeur « sur | — oo; —4[
telle que u(z) = 0.

De plus, d’apres les variations de u, Vo > «, u(z) > 0.

50.
Par conséquent, f est définie sur [o; +00].
/

u
SN

soit :

2. f est de la forme /u donc f/ =

2 + 4z

- )
21/5353—&—2332—&—1

a ~ —6,08 (il ne faut pas hésiter a prendre des initia-
tives!) donc le numérateur de f’(«) est & peu prées égal &
12,66 > 0. De plus, u(a) = 0 donc 3}1_1)1}1 f'(x) = o0, ce
qui signifie que la tangente a la courbe représentative de
f au point d’abscisse a a un coefficient directeur infini,
donc qu’elle est verticale.

f'(x)

Cela se traduit graphiquement par un « début » de
courbe abrupt vers le haut (la croissante initiale est ex-
trémement grande), voir schéma page suivante.



t D’ott
u'v —uv’
Fa) = )
(27 2\1/5) (2+v2) - (22 — V&) X 502
(2+va)’
(-1 @+ VD) - (20— VE)
- 2Vx(2+ Vx)?
8V tdr—2—r—224/x
N 2y/x(2+ x)?
224 8yr -2
C2yr(2+ /x)?
4 -1
f(z)= m en simplifiant par 2
(b) Le discriminant du polynéme X2 +4X — 1 est :
A =b* — dac
=42 4 x1x(-1)
: A = 20.
E Les deux racines du polynéme sont donc :
N ' .
—4 —+/20
2
_ 425 —4+2/5
2 =T 5
On considere la fonction f définie sur [0; +o0[ par : = —92_4/5. — 945
2r — [z . : -
flx) = DERY-& D’ou le tableau de signe suivant :
X — o0 X1 XQ +
1. On peut écrire f(z) sous la forme : 2r4ax -1 + 0 - 0 +
VZ (2vz — 1) f'(z) est du signe de z + 4\/z — 1, c’est-a-dire de
fla) = =7 ——= powrz#0 X2 44X — 1 en posant X = /z. Ainsi, X > 0
Ve (\/E + 1) et z = X?2; de plus, d’aprés le tableau de signes
2z — 1 précédent,
Sl T+4yr—1>0& V> -2+5
2
ST > (—2 + \/5)
Or, er>9-4V5
— mEToo(Q\/E_ 1) = 400 f':fx) 0 _ 9 _61\/3 — +00
i 2 d li 2 1 1
J— 1 _— = _— =
Ainsi, par quotient, —9+45
lim f(z) = +o0. 9—45 :2(9_4\/5)_\/9_4\/5
xr—+00 f
2+ 9 —4v5
_18-8V5— (—2+ V5)
2. (a) f est de la forme % avec : 2-(-2+V5)
! _20-9V5 V5
Vb5
u(z) =2x —x v(x) =24z :_45+20\/5
1 1 5
’ _ 9 ’ _
Ve =2-g 7 V@ =37 = —9+4V5.



Je précise que V9 —4v5 = —2 4+ /5 d’apres les
calculs faits précédemment.



