Orthogonalité & Distances dans ’espace

Classe : Tle Spé Maths Lycée : Evariste Galois
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Exercice n°3

3 1 R . i di .
1. On donne les vecteurs @ | 2 | ot 7 [ 2 Dans un repére orthonfrme (O3 1, 67 , k) on consi-
-1 4 R
7-7:3x1+2x2+(—1) A—3 dere les vecteurs U \_/? et U (2\1/5) On note 6
2. On donne les vecteurs U et U tels que : la mesure en degrés de l’angle géométrique formé par
12 =2v3, [P =3 et (T,7) = 60°. les vecteurs ¥ et ¥. Calculer :
T = | |P % cos((F, 7)) L 17| =2. 3.7 7 =3,
= 23 x 3 x cos(60) 2. | 7| =3 4. 6 =60°.
1
= 6\/§ X 5
_ oA
Soient @ et ¥ deux vecteurs tels que ||| = 3,
3. Dans un cube ABCDEFGH d’aréte 4. Le projeté ||7|| —4et W -V =1. Caleuler :
du point G sur la droite (AC) est le point C. 1. @ (7 +7)=10;
E H 2. ¥ - (-4 +27) =31;
: 3. (4 -7)- (W +7)=-7;
! 4. 24 + V) - (4 —27) = —15.
F : G
Al
ol By’ D - = =
/ On se place dans un repeére orthonormé (O; i, j, k).
,/ Dans chacun des cas suivants, dire si les vecteurs
e ’ a et U sont orthogonaux :
1. @ - ¥ = —6 donc non.
Ainsi,ﬁ-ﬁzﬁuﬁzACz:fﬂ. 2. @ - =0 donc oui.
3. @ - ¥ =0 donc oui.
. 4. A -V = 2+/3 donc non.
-2 3
1. On donne les vecteurs @ | =2 | et 7 [ 0 |. -
= 1 —3 On considére un cube ABCDEFGH de coté a > 0.
==2x3+(=2)x0+1x(=3)=-9. Soient I le milieu de [EH] et J le centre de la face
2. On donne les vecteurs ¥ et o tels que : CDHQG.
”7” = 3\/53 ”7” =3et (777) = 45°. E I H
T = @ x [P cos(F, 7)) |
= 3v2x 3 x cos(45) F : G
= 9V2x ﬁ A: {
2 RN D
= 0. 7
3. Dans un cube ABCDEFGH d’aréte a. Le projeté .
orthogonal du point F sur la droite (AB) est le B C

point B. Ainsi,

AC-AF = AC-AB
— | AC| - |AB]| x cos(AB,AC) 1. AB - AC = a; 4 EH - FC=a?;
= ax a2+ a? X cos(45) 2.zﬁ~F_H)=—a2; 5.B?~B?:a2;
— 3. EH-GC =0; 6. HC'-GD = 0.

Exprimer en fonction de a les produits scalaires :
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Méme consigne qu’a l'exercice précédent avec :

1. EH-Ff=%, 3.@~CTJ>:J12—2;
2. GH-GJ= L. A TH-FB=0.

Dans chacun des cas suivants, donner un vecteur nor-

a
mal 7 [ b | au plan (£) respectant les contraintes
c
distinctes données :
2
1.7 |6 ;
2
—2/3
2.7 1 ;
1/3
2
3.7 [ -8 ;
10
1
4. 7 | -1/2
3

Dans chacun des cas suivants, donner une équation
cartésienne du plan passant par le point A et de vec-
teur normal 77 :

2 —3y+2+1=0;
5r—y+224+7=0;
—Tx+4+2y—42—-3=0;
4o —2y+2=0.

On donne ci-dessous une équation cartésienne de deux
plans (P1) et (P2).

Pour chaque question, déterminer une représentation
paramétrique de U'intersection de (Py) et (Pz).

(P1):3z—y+2z=7

(P2): —z+3y+2z=1
3x—y+2="7

— { 8y + 72 = 10 (L2) < (L1) + 3(Ls)
3r—y+2="7

<:>{ _éy_zz
Y=1-%"%
— 11 _ 5

<:>{x_54782
Yy=1—38%

Ainsi, une représentation paramétrique de 'intersection

de (Py) et (P2) est :

rHyt+z=1
2x—3y+z2=4

r+y+z=1
5y + 2= —2 (L) < 2(Ly1) — (L2)

|
{x+y+z:1
{

S

z=—2-5y

r=3+4y
z=—2—-5y

[

Ainsi, une représentation paramétrique de 'intersection

de (P1) et (Pa) est :

r=3+4t
y=t ,teR.
z=—2—-05t
3 (P1): 22 —2y+3z=4
' (Pa): 22 —3y—32=2
20 —2y+ 32 =4
-4
{y+6z—2 (L2) « (L1) — (L2)
— 33—4—72
y=2—06z

Ainsi, une représentation paramétrique de 'intersection

de (P1) et (Pa) est :

x:4f§t
y=2-—-6t tekR
z=1

On considére deux plans (P;) et (P2) d’équations car-
tésiennes respectives :

(P1) : 3z +t?y+(1—t)z—5=0;

(P2) : 2+ (1+t)y—32+1=0,

ou t est un réel.

On sait que deux plans sont orthogonaux si leurs vec-
teurs normaux sont orthogonaux. Un vecteur normal

3
a(P)estd | 2 |;
1—-1¢
2
Un vecteur normal & (Py) est o | 14t
-3

WU =3 421 +t) —3(1—1)
=t* + 4t + 3t — 3.
Posons alors :
f(t) =13 +4t* + 3t — 3.
f est continue, t_l}r_noo f(t) = —oco et 75_lh_mOO f(t) = 400 donc

d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe au
moins une valeur de ty pour laquelle f(to) = 0. Etudions les
variations de f :

f/(t) = 3t + 8t + 3.



f'(t) est donc un trinéme de degré 2, de discriminant :
A=b*—4ac=8 —4x3x3=64—236=28
f'(t) admet donc deux racines réelles :

S VA _ 8- VB _ AT

t = _
! 2 6 3

et

b+ VA —84+V28  —4+VT
22 6 3
On en déduit alors le tableau suivant :

to

t oo TAVT SARVT ]
3 3
f'(t) + 0 - 0 +
f 00 I _0,9 _ —376 —— +OO|
1

Des valeurs de ce tableau, on déduit qu’il existe une unique

—44+7

solution a I’équation f(t) = 0, supérieure a 3

A Taide de la calculatrice (par exemple), on arrive & une va-

leur approchée : tg = 0,547.
Avec cette valeur, les plans sont ainsi :

Pour chacune des questions suivantes, calculer la dis-
tance entre le point A et le plan (P).

1. (P) : =3z+5y+2z=1; A(—3;2;1).

d(A;P)Z |axA+byA+czA+d|
N
=3 x(=3)+5x2+1—1|
(_3)2+52+12

19
=

2. (P) : bex—y+32—2=0; A(2;2; -2).

b d
d(a; P) = lezatbyst e td
Va? + b2 + 2
C5x2-2+43x(-2) 2|
22127 1 (—2)2

=0.

Cela signifie donc que A € (P), ce qui n’est pas difficile
a vérifier en injectant directement les coordonnées de A
dans I’équation cartésienne de (P) (c’est le numérateur),
et en trouvant 0.

On consideére le plan (P) d’équation cartésienne :
—2z+7y+3z—-1=0.

Une sphere est tangente a un plan si son rayon est égal
a la distance qui sépare son centre et le plan.
La distance du point A au plan (P) est :

_lawa +bya +cza +d|

Y EN RN
| =2x (1) +7x2+3x(=3)—1]
- (—2)2 + 72 +32
6
\/ﬁ'
Le rayon de la sphere dont donc étre égal a R = %,

donc une équation cartésienne de la sphere est :

(x+1)2+(y—2)2+(z+3)2:§.

1. Notons (Q) le plan passant par le point A(1;—2;3) et

paralléle au plan (P) d’équation : 2x + 5y — 3z = 7.

Son équation cartésienne vérifie :
axa+byp+czp+d=0

soit :
a—2b+3c+d=0. (1)

On sait de plus que (Q) est parallele & (P) donc leurs
vecteurs normaux sont colinéaires :

a 2 a =2k
JdkeR* (bl =k| 5 < (b=5k
¢ -3 c= -3k

En remplacant a, b et ¢ dans I’équation (1), on a :
2k —2(5k) +3(-3k)+d =0

soit d = 17k.
En prenant par exemple k = 1, on a alors :

(Q) : 2x+5y—32+17=0.

. Notons (Q) le plan passant par le point A(—1;—1;1) et

orthogonal au plan (P) d’équation : z +y — z = 1.

Son équation cartésienne vérifie :
axa+bygp+czp+d=0

soit :
—a—b+c+d=0. (1)



Les deux plans sont orthogonaux donc leurs vecteurs nor-
maux le sont aussi :

1 a
1 ]1-lb]=0<+=a+b—c=0 <= c=a-+hb.
-1 c

L’équation (1) devient alors d = 0.
Une équation cartésienne de (Q) est donc, par exemple
enprenanta=b=1letc=a+b=2:

(Q) : x+y+22=0.

Notons I(xr; yr; z1) I'éventuel point d’intersection de la droite

et du plan.
Alors,
rzr=1+2t
ITe(d) < Syr=-2+t , teR (1)
zr=—2+43t
et :

Ie(P) < 2x;—3yr+2;1 =2
— 2(142t) =3(—2+1t)+(—2+3t) =2
= 2+4t+6-3t—2+3t=2
= dt=—4
— t=-1

En remplacant ¢ par —1 dans le systéme (1), on a :

J)[:—l
Ie(d) < Syr=-3
Z]:—5

Ainsi, I(—1;-3;-5).

Soit ABCDEFGH un cube comme représenté ci-

dessous.
H J G
K 4
\ ! /
D ;I v N ! C
\
1 1 /
I \‘ 1 I//
1 \ 1 y
I! \ 1 /
1 } 1 //
! Wy
1 W/
1 ‘/
,,,,,,,,,, —_— = F
l' y E
1 4
/7
4
A B On place les points I,

J et K respectivement au milieu des c6tés [DC], [GH]

et [DH]. On fixe le repére (A; E,E,ﬁ)

0

1. Les vecteurs ﬁ 0] et ﬂ
1

et appartiennent au plan (AEJI).

O N

ne sont pas colinéaires

De plus, T.AE — 0x14+0x(—3)+1x0=0cet
7.ﬂzéxl+1x (-3)+0x0=0.

Ainsi, U est orthogonal aux vecteurs /ﬁ et /ﬁ ; donc 0
est normal au plan (AEJI).

. L’équation cartésienne du plan (AEJI) est de la forme

a
ax +by+cz+d=0, ou % | b est un vecteur normal
c
au plan. Ainsi :

1
(AEJI):x—§y+d:0.

De plus, A € (AEJI) donc ses coordonnées vérifient
I’équation d’ou : d = 0. On a alors :

1
(AEJI) : x — 5 = 0.

. Le volume de la pyramide AEJIK est :

1
=_Bxh
)% 3 X

ou B est laire de la base (ici AEJI) et h la hauteur
(celle que nous avons calculé dans la question précé-
dente). Donc :

X

V5
2

Sl

1 1 1
=—-XAE XAl x — == x1
% 3>< X ><\/5 3>< X

Ainsi : )
V=-.
6

. Nous savons qu’une représentation paramétrique de D

est de la forme :

r=xK +at

y=yx +bt ,teR
z=2zKg +ct
a
ot K(xp;yx,2x) € D et ol % | b ] est un vecteur nor-
c
mal & D. Ainsi :
r=t
y=1-1t ;teR
z:%

Nommons H le pied de la hauteur de la pyramide AEJIK
issue du sommet K. Alors, H € D et H € (AEJI), ce
qui se traduit de fagon analytique de la fagon suivante
(on remplace x par ¢ et y par 1 — %t dans 1’équation
cartésienne de (AEJD)) :

1 1
t—=(1-2t) =
(1-3) -0

On trouve alors :

t—2
5
D’ou : )
SUHzg
m=1-1x3=1-1=1
ZH:§
Ainsi :



Il faut ici résoudre le systéme :

20 —y—2z2=1
—r+3y+z=2
La méthode consiste alors & exprimer deux inconnues en fonc-

tion de la troisieme. Nous allons par exemple exprimer x et y
en fonction de z. On écrit alors le systeme comme suit :

{2m—yzl—|—z (1)

—x+3y=2-=z

et on le résout comme si z était un parametre, et non une
inconnue.
On multiplie la deuxiéme équation par 2 :

20 —y=1+4+=z
—2r+6y=4-2z2

et on ajoute les deux équations :

1
5y =5—z2 <= yzl—gz.

On reprend le systéme (1) et cette fois-ci, on multiplie la
premiére équation par 3 (pour éliminer les y en additionnant
les équations) :

6x — 3y =3+ 3z
—r+3y=2—-z

ce qui donne, en ajoutant les équations :

2
S5r =542z < =1+ —=z.

)
On a ainsi :
9::1+%z
yzl—%z
zeR.

En posant par exemple z = 5¢, on a :

r=1+2t
y=1-—1 , teR|
z =5t

C’est une représentation paramétrique de la droite d’intersec-
tion des deux plans.

1. (P): —z4+y+2=2et(Q) : 4o —-3y+5z=1
On considere le systeme :

{—x+y+z:2 — {—x—i—y:?—z (1)

dr — 3y +bHz=1 dr —3y=1->5z

On multiplie par 4 la premiere équation :

—dr 4+ 4y =8 —4z
dr—3y=1—-52

.(P):2c—y+3z=1et(Q) :

et on ajoute les deux équations : y =9 — 9z.
On multiplie par 3 la premiere équation dans le systéme

(1) :

-3z +3y=6—-3z2
dr—3y=1—-52

et on ajoute les deux équations : x =7 — 8z.

On arrive finalement a :

r="T7-82
y=9-9z
z€R
soit, en posant z =1t :
r="7-—8
y=9-09t , teR
z=1

—3r+4+2y—7z=1.
On considere le systeme :

2 —y+3z=1 20 —y=1-3z2
—
3z +2y—72=1 3z +2y=1+4+72

On multiplie par 2 la premiére équation :

dr — 2y =2 — 62
—3rx+2y=1+7z2

et on ajoute les deux équations : x = 3 + z.

On multiplie par 3 la premiére équation et par 2 la se-
conde équation dans le systéme (1) :

6r —3y=3—-9z
—6z +4y =2+ 14z

et on ajoute les deux équations : y = 5+ 5z.
On arrive finalement a :

r=3+z
y=>55+5z
z€eR
soit, en posant z =t :
r=3+t
y=>5+05t , teR|
z=1




