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Exercice n°1

L f(x) =23 +42® — 5z +1

4 5 1
3
= 1 e p—
m<+$ x2+x3>

1
Or, pour tout entier naturel n non nul, lim — = 0,
z——+oo
donc
4 5 1
lim (1+-—-——=+—=)=1.
T—+00 x a2 ad
De plus, lim 2® = +4oo donc par produit,
T——+00
1
lim —=0 1
Tt T =| lim sin—=0]|
lim sin X =0 Tt
—0
h(z) =vVa2?+2x+3
2 3
= \/$2 (1 + -+ —2>
x
2 3
=z\/1+—-+— pourz>0.
T oz
1
Or, pour tout entier naturel n non nul, lim — =0
z——+oo ™

2
donc lim <1+——|—%> =1.
T —+00 xT x

Donc, par produit,

lim g(x) =+ |

T—+00

lim z22+1=+40c0
r—+00

. o1
lim sin— =07
T—r+0o0 X

lim k(x) =+o0|.

= par quotient :
T—+00

Exercice n°2

1.

. 3—x
lim .
z—ot+o0 4+ x
3— r(2-1
R (jf ), z#0
44z z(3+1)
3
2—1
=2 , x#0.
1+1 #
Or, lim - =0 donc:
z—+o00 ¥
— lim (2-1)=-1;
z—+o00 ¥
. 4 —
Ainsi, par quotient,
3—z

li =—1.
m—irfoo 4+ x
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2 —3x+2
222 +1

1im
T—+00

Or,

r—+oo0 M

: 3.2\ _1.
~ i (124 2)=1;
B 1y —

L, 245) =2
Ainsi, par quotient,

. 22 —-3z+2 1
im —————— = — |,
z—too 21241 2

2245z —7
im ————.
z—+oo 22 + 3z —1
x2+5w—7_xz(1+§ £ 40
i1 A1 i- L)

Ainsi, par quotient,

. x> 45x -7
lim ———Mm =
z——oco 22 + 32 — 1

422 + 72— 9
x—1 '

lim
r—r—00
A2 + T —9
x—1 o

: 79 _ .
— 1 1—31)=1.
Ainsi, par quotient,

o 4z’ + 72 -9
hm —_— = —X

T——00 x—1
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1.

hm (\/.’IT—W)

r—

(Vz+2-va—1)(Vz+2++va—1)

Vet2-ve-1= Vi+2+r—1

42— (r—1)
Vet 2+Vr—1
3

T Vrtr2+va-1

lim Vz+2 =40 et

Or,
r——+00

hm (\/x—i— — VT — )

lim 3 =0.

Taotoo \Jr 4+ 24T — 1
hm (\/x—i— —Vax— )

lim VvVe—1=

+o00 donc

Ainsi,

On en déduit alors que

lim (\/x2+3x+17\/2x2+x+1).

r—r+00

\/x2+3m+1—\/2x2+x+1

3. lim (\/S—x —Vx? —3).

r——+o0

V3= a3

(VB2 V22 -3)(V3—x+ Va2 -3)

B V3—z+ vz -3

_ 3—x—a22+3

IV p Yo

B —22—2+6

V34V o

Loy
xz(l—

2)

148 =

xr
lim

i (AT

Ainsi, par quotient,

lim (\/37177\/:17273):7

oo (par produit)

(Va3 +1-vV22+ o+ 1) (Va2 +3r+ 14+ V222 + o+ 1)

r——00

Va2 43z +1+vV222 2 +1
2?43+ 1— (22 +a+1)
Va2 43z +1+vV222 +x+1
_ —z2 42
Va2 43z +1+vV222 +x+1
2 (-1+2)
\/x2(1+%+z%)+ 22 (2+ L4+ 1)
o? (-1+2)
\/1+ +12+x\/2+ +1
g xa (-1

[\/H +12+\/2+ +1]

_ z(-1+2)
Jiti+h

+y2+1+1

, pour z >0

, pour z >0

,poura:>0

1
lim — =0 pour n € N donc :

On sait que
r—+4o00 I

o 12y — -
rgrfocx( 1+ I) oo (par produit)
(Vi+i+k+\2+2+1)=14+v2>0

Donc, par quotient, on déduit que :

—  lim
T—r+00

lim (\/x2—|—3x+1—\/2;1:2—|—z+1):—oo.

T—+

4. hm (V5—z— V10 —=).

Vh—or—vV10—=x
_ (Vi—2—-v1I0—2) (Vb —z+ V10— z)

Voi—z+ V10—«
5—x—10+=x

T Vh_s+V/I0-=x
-5

T Va4 i0—a
5—x = lirzl v/ 10 — & = +o00 donc par somme,

hm (\/m + M)

lim
xr—r—00

hm

(;(5) = 0, en considérant que X =
Vb — x4+ /10 — x. Ainsi,
hm (\/ f:rf\/lofx) =0.

De plus,

r—

x
1. = pour x # 0
244r -1 4 1
322 + 4x x2<3—|——2>
x
5 3
2- 245
= ﬁ 951 pour z # 0
3+—-——



Or, pour tout entier naturel non nul n,

donc :

— lim (
Tr—+00
— lim (
r—+00

Ainsi, par quotient,

1
2 14+ —
, Vai4l x( 962)

lim
z—+oo ™

2$2—5x+3_2

m —F"""= .
z—+oo 3z2 + 4o — 1 3

Ainsi, par produit, liril (Va2 +3—Vaz+1) =400
r——+00

Soit f(x) = + Va2 + 1.
— Limite en +oo.
lim (z2+1) =400
T—+00

= lim Vvz24+1=

lim VX =400 B=RrED
713 3 pour x # 0 X—+o0
x <:c + ) +00.
z Ainsi, par somme,
{1+ !
‘ x? lim (m—i— x2+1):+oo.
=———— pourz >0 z—+00
2+3)
|2+ —
z — Limite en —oo.
1
1+ —
:73% f(@) (+ Va2 +1)(z — Va2 +1)
€T) =
(2 + ) r—vVr2+1
1 a? — (2> +1)
Or, pour tout entier naturel non nul n, lim — =0 =
T 400 M r—Vaxt+1
donc : -1
1 . S
—  lim 1+ —==V1=1; r—Vz2+1
r——+00 1’2
— lim (2 + 3) = 9. De plus,
T—r+00 xX
ViZ+1 1 lim (2 +1) = 400

Par quotient, on a donc

lim ———=—|
r—+oo 2+ 3 2

donc
. \/x2+3—\/x2+1

3 2 — 3 —
(V13- Va1 1) (Va2 13+ Va? 1 1) i Vet l= lm VX = oo
Va? +3+ Va2 +1

Ainsi, par somme,

2 2
_ 7 +3-("+1) lim (m— 332—|—1>=—oo.
Va? +3 4+ Va2 +1 pmee

Par passage a I'inverse, on a alors :
2

VP 3+ VP + 1 - <_1>_
a3 o) _ 2

lim vV22+3 = lim v22+1 = +oo donc par ey T x4+ 1

’ r—+00

4 V2 43— Vorl On counsideére la fonction f définie sur R/{5} par :

—3x+1
3 1 1 flz) = —/——.
_\/ZC2<1—|—$2 — z2<$(}+{1,‘2> pOUI‘I#O () Jj_5

. 3 . 1 1 L’existence d’une asymptote horizontale est directement liée
Or, lim 4/1+—= =1let lim -+ — =0donc . ) gy :
T+ 00 22 o400 | 2 22 A DPexistance d’une limite finie en +00 ou —oo.

. 3 1 1
par somme - wll)rfoo <\/1 + 2 \/x + m2> =L Calculons donc, par exemple, lir}rl f(z) en notant que f(x)
T—>+00




peut s’écrire :

-3z +1
fe)=——%
m(—3+%)
a7
-3+ 1

x

1
Or, lim — =0 pour n € N. Ainsi, par quotient, on a :
z—+oo

lim f(z)=-3.

Tr—+00

Ainsi, la courbe représentative de la fonction f admet une
asymptote horizontale d’équation y = —3.

. X
1. lim —.
r—+oo et

On sait d’aprés le cours (croissance comparée) que
xT

. € . .
lim — = +oo donc, en inversant 1’expression, on a :
r—4o00 I

. T . 1
Im — = lim — =0.
r—+oo e¥ X—4o00 X
xT
2. lim .
z—+o00 7+ 22
e’ er
= 7
e o 1
Cx 24 %
o 1 1
Or, lim e—:—!—ooet lim ==
r—+oo I z—+o0 2 4 P 2
Ainsi, par produit, on a :
eZI/’
li e
IAiHLD 7+ 22 oo
5z
3. lim € .
z—+o0 3xr — 2
eSm eSx
3r—2 3xbr—2
65m

|
e
RN
ot
8
|
o] DO
N~~~

B 65:6
- 3 10
2 (b —3)
B 5 y 6593
9 10
5 65x
—3” 10
bz (1 - 3><59:)
5 €@ 1
= - X — X

S5x €X

e
— lim — lim — = X =bx;
. 1Jr - 1+ +00 en posant dx;

—  lim (1 2) =1;
T—+00 3x

5
— >0

Ainsi, par produit, on en déduit que :

e5x

1—1>I-&r-loo 3 —2 = too

lim (z +5)e%®.

r—r—00
On va tenter de faire apparaitre la croissance comparée
lim xe® =0.

r—r—00
2x 1 2x
(x4 5)e™ = 3 x2r+5])e
1 2x 2x
:§><2xe * 4+ be .
— lim 2ze?* = lim XeX =0, avec X =2z
T——00 X——0o0
— lim 5e®* =0car lim e* =0.
T——00 T——00

Ainsi, par somme,

lim (z+ 5)e* = 0.

r——00

lim Va2 + le %,

Tr—r—+00

2
2+ 1le™® o
2 (1+ 1)
= , >0
e(l?
;v\/l—l-%
=—— x>0
eCC
1
=—Xy/14+—, >0
x
—  lim ﬁ:0;
r—+oo eT
. 1
— lim 1+—-—=1.
r—+00 X
Ainsi, par produit,
lim V224 1le ™ =0.
T—+0o0
. 1 —sinx ,
lim —————. Pour tout réel x non nul,
r—r—+00 X
—l<sinz <z < —-1<—sinz <1
< 0<1—sinx <2
1—sinx 2
— 0 —F—< =
T T
Or,
. 2
lim — =
r—+4o0o I

donc d’apres le théoréme des gendarmes,

. 1 —sinx
lm —— =
T—+00 J;2




2.

1.

lim cos(x)e®.
T—r—00

Pour tout réel z,

x

—1<cosz <1 < —e” < cos(z)e” < e”.

Or, lim e®* = 0 donc d’apres le théoreme des gen-
Tr—r—00
darmes,
lim cos(xz)e” =0
Tr—r— 00
lim (22 — sinz). Pour tout réel z,
r—r+00

—1<—sinz<zr < ‘xzflgxzfsinx‘gszrl

En tenant compte de ce qui est encadré, et d’apres le
théoreme de comparaison,

lim (2% —sinz) = 400

lim (22 —1) = +o0 <=
r——+o0

r—+o0

. 4+ 3
lim

" zo4oc x — Tsinax

V$€R+,
—1<sinz <1
<— —T7<-Tsinx <7
<— x—T<x—Tsine<z+7

1 1 1
< - <
r+7 " x—Tsinx x—7T
4 3 4 3 4 3
s < x—l—. < s car 4r +3 > 0.
x+7 r—Tsinx x—17
Or, lim 23 oy 2y

z—+oo x 7 z—+oo I
Ainsi, d’apres le théoreme des gendarmes,

. 4xr+3
lm — =
z—+oo T — 7sSIinT

. 3x—5
lim .
=2 1 — 2
<2
—lim (32 —5)=3x2-5=1>0
T—2
<2
lim2 (x —2) =0~ (« 0 » par valeurs négatives)
z—
<2

3.

. R |

lim ————.

5222 —9x — 5

r<b

— lim (22 +2+1)=52+5+1=31>0
r—5
r<b

— Remarquons que les racines de 222 — 9z — 5 sont ——

2
et 5.
Par conséquent, liIr% (22% — 9z — 5) = 0~ car en pre-
z—

<5
nant = 0 (entre les racines), on trouve —5 < 0.

Ainsi,
24+ax+1
m-—=—
a:~>52$2—9$—5
r<b
3x2 — 5x + 2
: 2 — 0
:?E;llx + 8z —9
— lim (322 — 5z +2) = 0.

r—1
x>1

— lim (22 + 8z — 9) = 0.
rx—1

. lim

z>1
Par conséquent, « 1 » est une racine du numérateur et

du dénominateur. On peut alors écrire :

322 =5z +2  (z—1)(3z—2)

2482 —-9  (z—1)(z+9)
3z —2
oz +9°
Ainsi,
302~ 5z +2 . 3w—2 3x1-2 1

im = lim = =,
=1 224+ 8x—9 z—1 z+9 1+9 10
x>1 r>1

3r—5

. lim —m—.
z—=2 32 4+ 2x — 8
r>2

— lim(Bx—5)=3x2-5=1>0;
z—2
r>2
— Remarquons que x? 4+ 2 — 8 admet pour racines —4

et 2, donc lim2 (22 + 22 — 8) = 0T (en prenant z = 3,
—

z>2
donc entre les racines, on trouve 7 > 0).
Ainsi,
3x—5 n
x1—>InQ 22420 -8 o
>2
. 222+ 3z +1
lim —————
e—-1—bx? —x+4
r<—1
— lim (222 +32z+1)=0
rz——1
r<—1
— lim (=522 —z2+4)=0
r——1
r<—1

Cela signifie que 1'on peut factoriser par x — (—1) = z+1
au numérateur et au dénominateur :

202 +3z+1  (z+1)(2z+1) 2z+1

— - ~1.
5 —a+d (DA —ba)  d—5s POWTT
Ainsi,
i 222 4+ 3x + 1 20 +1  —1
im —————— = lim = —.
a—-1 522 —x+4 «>-14-5z 9
r<—1 r<—1



1.

Va2—1 _Je-DE+1) _ Je-1)x/(z+1)

x—1 z—1 B (Vi—1)
_ Ve +1 _Jz+1
CVz—-1 Vaz-1
Notons que le domaine de définition
21
de la  fonction = — Ll est
T —
] — o0;—1JU]l; 400 donc quand on parle de la li-
2 _
mite de en 1, il est sous-entendu que = > 1.
T —
lim (x +1) =2
r—1
z>1
lim (z — 1) =0"
r—1
z>1

. . z+1
= par quotient : lim =+
z—1 €xr — ]_

2-1
Or, lim vX = +oo donc lim z = +o0.
X—+oo z—1 x—1
Vrz+r—-2-2
xz—2

B (\/x2+x7272)(\/z2+x72+2)
B (z—2)(Va? +z—2+2)

- 2+r—2-4

B (z-2)(Va? +2—-2+2)

_ 2242 -6

(e -2)(Vat o —2+2)

On factorise 22 + z — 6 en calculant son discriminant.

(x —2)(z +3)
(e -2)(Vat o —2+2)
r+3
:m pour x # 2
T+3 2+3 5

lim = ——
2 \i? 242 V2i2_2+2 4
V2 +x—-2-2 5

Ainsi, lim =
z—2

x—2 4
. On pose u(z) = cosx. Alors, v/(z) = —sinz et :
1 —
ST _ i u(@) —u(m) _ W' (m) = —sinT = 0.
=T L — T T—T €T —T
1
Ainsi, lim 520 .
=T T — T
1

. On pose u(z) = v/x + 1. Alors, v/(z) = —— et

2v/x + 1
. VT H1-V2 1
lim = .
r—1 2\/§

rz—1

En effet,

Vz+1—+2 u(z) —u(l)

lim — = lim
x—1 x—1 z—1 rx—1
— (1)
1

VR

1.

.ooet—1

lim —— .

rz—0 e — 1

— 1im(ew—1):e0—1:1—1:0
z—0

— lim (@ -1) =" —1=1-1=0

L 0
On a donc une forme indéterminée du type « — » donc on

pense a faire apparaitre un ou plusieurs taux d’accrois-
sement.

e’ —1 e"—1 z—0
e —1 -0 e -1
r—1 —u(0
— lim & = lim u(z) = u(0) =4/(0) = e =1 avec
z—0 x —0 z—0 z—0
u(z) = e* et donc u'(z) = e”;
z—0 z—0 1 1

1
P50 e — 1 a0 u(x) —o(0)  o(0) 280 2
avec v(x) = €2 et donc v'(z) = 2e2*.
On en déduit alors que :
e’ —1 1

lim = —.
z—0 2% — ] 2

26w71
z—1er—1 —1°
<l
— lim2e*1=2>0

z—1

. lim

r<l
— lim (ez_l - 1) =0".
z—1
x<l1
Ainsi, par quotient,

2e7~1
r—1 eaj*l —1
r<l

On donne le tableau de variations d’une fonction f dé-
finie et dérivable sur U'intervalle |2; +00[ page suivante.
On note f’ la fonction dérivée de f sur lintervalle
12; 4-00].

On appelle C la courbe représentative de f dans un
repére orthonormé.

On suppose de plus que f(5) =0 et que f'(5) = —2.
a ’aide du tableau de variations, répondre aux ques-
tions suivantes.

Aucune justification n’est demandée.

1. La tangente a C en x = 3 est horizontale ; comme
f(3) =6, son équation est : y = 6.

2. I y a deux solutions & 1’équation f(x) = 4 :
I'une sur l'intervalle [2; 3] et autre sur I'intervalle
[3; 10].

siz<1

f(2) = {(m—l) +3

siz>1



— Sur | — oo; 1], f est une fonction polynéme de degré 2
donc continue ;
— sur |1;400[, f est une fonction affine donc continue;
— de plus, lim f(z) = (1 —1)2 +3 = 3 et lim f(z) =
x—1 x—1
<1 <l
1+ 2 =3, donc f est continue en 1.

Soit f une fonction continue sur [0; 1] telle que f(0) =
let f(1) =0.
Posons g(z) = f(z) — x.
— g(0)=f(0)—-0=1-0=1>0;
—g(1)=f1)-1=0-1=-1<0;
Ainsi, f est continue sur R. — g est continue (car c’est la somme de deux fonc-
tions continues) sur [0;1].
Ainsi, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires,
léquation g(z) = 0 admet au moins une solution sur
]0; 1], ce qui signifie qu’il en est de méme pour I’équa-

g(z) = 2’ +3z—k siz<0 tion f(r) =z car g(z) =0 <= f(z) ==.
e’ 42 siz>0

Sur | — 00;0[ et sur ]0;+oo, g est continue comme

fonction polyndéme d’une part, et exponentielle d’autre

part.

Pour que g soit continue sur R, il faut que g soit conti- Soit la suite (un) définie sur N par :

nue en 0, c’est-a-dire que :

Ug = 6
lim (2% 4 3z — k) = lim (e® + 2), 1
o )= Unt1 = 3 VU +8
soit quand : On admet que la suite (u,) est décroissante et conver-

t L.
—k=e"42 donc k= —3. gente vers

1
La fonction f associée a la suite (uy,) est f(z) = g\/xQ +8.

La fonction f est continue sur R car f est la composée des

AR — 2,3
Posons f(m) =3z” — 5z + L. deux fonctions  —» /z continue sur [0; +oo[ et # — 2%+ 8
o zEIPOO f(z) = —oc0. positive est continue sur R. D’apres le théoreme du point fixe,
: _ 1
Jlim f(z) = +o0. ¢ vérifie 'équation ¢ = ~\/¢2 +8 & (3()? = (% + 8. Ce qui
/ 2 s . 3
— f'(z) = 92* — 5 d’ou le tableau de variation entraine que ¢2 = 1 soit £ =1 ou £ = —1.
ivant :
sivan Par ailleurs, la suite (u,,) est positive donc £ > 0. Ainsi, £ =1
est la solution qui convient.
X —00 _é é +oq
7@ + 0 - 0+
foly — 348 — 1 yg — +OO| Soit la suite (u,) définie sur N par :
|
\/g \/g Uug = 3
—— | =348 ; — | = —1,48.
f ( 3 f 3 24+ 3u,
Upt1 =
1 4+ uy,
Vb V6 V5
— Notons Iy = |—oco;—— |, I = | ——;—— . o
3 373 On admet que la suite (u,,) est minorée par 1 et conver-
V5 gente vers et convergente vers /.
et Is = | —;+o0]|. La fonction f associée a la suite (u,) est f(x) =
3 2+ 3z
f est continue et strictement monotone sur Iy, 4+
k=1,2,3. La fonction f est bien définie et continue sur RT car
De plus, d’apres les variations de f, 0 € f(Ij), f est le quotient des deux fonctions affine.
kE=1,2,3. D’apres le théoréme du point fixe, ¢ vérifie I'équation
24 3¢
Ainsi, d’apres le théoréme de bijection appli- f= 4+7+€ < (4 +0) =2+ 3¢, lorsque £ # —4.

qué sur chacun des intervalles Iy, k = 1, 2, 3,

) . . ) Ce qui entraine que £2 + ¢ — 2 = 0.
léquation f(x) = 0 admet une unique solution

Le discriminent de cette équation du second degré est

O3 EIEHI G _ . égald: A=0% —dac=1—4x1x(—2)=9.

Donc I'équation f(z) = 0 admet trois solutions A étant strictement positif, I’équation admet deux so-
réelles : —1-3 —1+3

— a~-—1,381; lutions : ¢; = 5 =-2etl = =1.

— [ =~0,205; Par ailleurs, la suite (u,,) est minorée par 1 donc £ > 1.

— v~ 1,176. Par conséquent, ¢ = 1 est la solution qui convient.



Soit la suite (u,) définie sur N par :

Uug = 1
Upt1 = Upe™™

On admet que la suite (u,,) est convergente vers £.

a fonction f associée a la suite (u,,) est f(x) = ze®.

La fonction f est continue sur R car f est le produit de deux
fonctions continuent sur R. D’apres le théoréeme du point fixe,
¢ vérifie I'équation £ = fe’ < £(e’ —1) =. Ce qui entraine que
£=0.

Soit la fonction f définie sur [0; +oo[ par :
f(z) = 2® — 922 4 242 — 12.
1. Dresser le tableau de variations de la fonction, on
admettra que liIJIrl f(z) = 4o0.
T—r+00

2. (a) Montrer que ’équation f(x) = 0 admet une
unique solution « dans [0; +oo].
(b) Controler en tracant la fonction f sur une
calculatrice la véracité des résultats.

Soit la fonction f définie sur [0; +oo] par :
2
flz) = gx\/E— 2z + 1.

1. Dresser le tableau de variations de la fonction, on admet-
tra que zgr}rloo f(z) = +oo.
2. (a) Montrer que I’équation f(z) = 0 admet deux solu-
tions « et B, (a < fB) et que a € [0;1].
(b) Par le balayage d’une calculatrice donner un enca-
drement de o & 1072,



