Exercice n°1

1. In8 —In2 = In (g) = In4 (que 'on peut aussi

mettre sous la forme 21n2).
2. In6+1n3 =1n(6 x 3) =In18.

25 25
3. In25-In30+1n10=1In <% X 10) =In 3

4 In50+1n2 —1n10 = In <501>(; 2) —1n10.

5. 3ln4 — In256 = 31n (22) —In (28) = 6ln2 —
8In2 =—-2In2.

6. 2In2 — In16 + In128 = 2In2 — In2* + In27 =
2In2 —4In2+7In2 =51In2.

7. lne?® = 2.
8. Ine?*~% —IneX*t4 =27 —4— (2r +4) = -8.
3 3lne*+! _3(@+1) 343

" 2Inel~*  2(1-2z) 2-2z

Exercice n°2

1. In(3x — 4) = In(2z + 1).
— Domaine de définition :

Wl

3r—4>0 . T
Il faut que , soit ,
20 +1>0 1
x> —=
2
4
donc que z > 3
— Résolution :
In(3z —4) = In(2z + 1)
<— 3rxr—4=2x+1 < x=05.

4
5> 3 donc 'ensemble solution est S = {5}.

2. In(4 — 2z) = In(xz — 1).
— Domaine de définition :

4 —2x >0 . T <2
Il faut que , soit ,

z—1>0 z>1
donc que 1 <z < 2.

— Résolution :
In(4 — 2z) =In(z — 1)

< 4-2x=x—-1 <= 5 =3x <— m:g.

5
1 < — < 2 donc 'ensemble solution de 1’équa-

5
ti tS =< ).
ion est S {3}

3. In(z2 +z+1) =In(z? — 2z +1).
— Domaine de définition :

2+x+1>0

22 —-2x+1>0

Or, le discriminant de 22 + 2 + 1 est égal &
—3 donc ce polyndéme est toujours strictement
positif. De plus, 22 — 2z + 1 = (z — 1)? donc
seul x = 1 ne convient pas. Le domaine de
définition est donc D =R\ {1}.

II faut que
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— Résolution :
In(z? + 2+ 1) =In(z? — 2z + 1)
=l tr+l=a’—-22+1
<—3r=0

<~z =0.
0 € D donc ’ensemble solution de ’équation est
mathcal S = {0}.

4. In(22? — 10z 4 8) = In(32? — 3z — 18).

— Domaine de définition :
222 — 10z +8 >0

32 —3x—18>0

Le discriminant de 222 — 10z +8 est Ay = 100 —64 =
-6 1 ot 10+ 6

Il faut que

36 et donc ses racines sont =4.
Le polynéme est donc strictement positif sur
] — o0; 1[U]4; +00].
Le discriminant de 3z2 — 3z — 18 est Ay, =
9 + 216 = 225 et donc ses racines sont
A P )

6 6

Le polyndéme est donc strictement positif sur
] — 003 —2[U]3; +o0].
Le domaine de définition est donc
D =] — oo; —2[U}4; 0]
— Résolution :
In(22? — 10z + 8) = In(32? — 32 — 18)
= 22? — 102+ 8 =327 — 3z — 18
= 22+ T2 —26=0.
Le discriminant de 22+7x—26 est A = 49+104 = 153
donc il admet deux racines :

—7—+/153 -7 153
I o TV

L’ensemble solution de 1’équation est donc :

S = {—_7_2\/ﬁ}.

5. (Inz)? —3Inz + 2 = 0. Posons X = Inz.

L’équation devient : X2 — 3X + 2 = 0 et admet pour
solutions X =1 et X = 2.
2

Ainsi, Inz =1 ou lnz = 2, soit x = e ou x = €.
I’ensemble solution est donc & = {e ; 62}.

. 2(Inz)?> = 5Inz — 3 =0. Posons X = Inux.

L’équation devient 2X2? — 5X — 3 = 0 et admet pour
1
solutions X =3 et X = —3

Ainsi, Inz =3 oulnz = —%.

1
our=e " = .

e

L’ensemble solution est donc § = {63 ; 6_0’5}.

Soit, z = €3

Exercice n°3

Résolution d’équations et d’inéquations.

1. — Pour résoudre ’équation In(5z — 1) = 2, il faut avant

tout trouver son domaine de définition.
In(5z—1) est défini pour tout réel x tel que 5z—1 > 0,
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) 1
soit x > —.
Ainsi, le domaine de définition de 1’équation est
1
—;+00|.

— In(5z —1) =2 < Gz =

62
— Sr—1=¢?
— br=c’+1

e?+1
<— =

— On vérifie que la valeur trouvée est bien dans le do-
maine de définition en en trouvant une valeur appro-
chée.

2+1
Par conséquent, S = {e ;— }

2. e =5 <= In(e”*) =In(5)
< —z =In(5)
1
<— z = —1n(h) :lng
Par conséquent, S = {—1In5}.

3. — Pour résoudre I'inéquation In(3z—1) < 0, il faut avant
tout trouver son domaine de définition.

In(3z—1) est défini pour tout réel x tel que 3x—1 > 0,
soit x > 3
Ainsi, le domaine de définition de 1’équation est
5]
— In(Br—1) <0 < e <eé’
—= Jr—-1<1
= Jr <2

In(3z—1)

— <2
r< =
3

— On trouve l'intersection de lintervalle | — oo;
1
du domaine de définition |=;+oo[. Par conséquent,
1 2
S=1=;=1.
Js:3l

4. 777 <2 <= In("7") < In(2)

|
&
n
=)
Ex
|
ot

Par conséquent, S =5 — In(2); +oo[ .

Résolutions d’inéquations.

1. In(5z + 20) > In(3z — 9).

— Domaine de définition : il faut que
5¢ 420 >0
3r—9>0

Le domaine de définition est donc D =]|3; +o0].
— Résolution : In(52 4+ 20) > In(3z — 9)

<—br+20>3xr—9
<~ 2z > —29

, soit z > 3.

29
> -5

29
Notons U = ]—2; +oo[; alors, I’ensemble solution
de l'inéquation est & N D, soit S = |3; 4o0|.

— Domaine de définition : il faut que
8—2x >0 . T <4
, soit
5x—25>0 x>
définition est vide.

Ainsi, S = ().

, donc le domaine de

2. In(z? +1) < In(222 + z + 2).

— Domaine de définition : il faut que
224+1>0
202 +z+2>0
discriminant des polynémes z2 + 1 et 222 + = + 2
sont strictement négatifs.

, ce qui est toujours le cas car le

Le domaine de définition est donc R.
— Résolution : In(z? + 1) < In(22% + = + 2)

=2 +1<22+2+2

24+ +1>0.

Le discriminant de 22+x+1 étant strictement négatif,
tout réel = convient.

L’ensemble solution de cette inéquation est donc S =
R.

3. In(22% — 3z + 1) > In(—522 + 8z — 3).

— Domaine de définition : les racines de 222 — 3z +1

sont 1 et —;

sont 1 e 5 1

ainsi, 222 — 3z +1> 0 sur | _]oo; 5 [U]1;+oo[,
3

Les racines de —5z2 +8x — 3 sont 1 et 3 donc —5x2 +

8$—3>OSU.I'J=:|§;1|:.

Le domaine de définition est donc I NJ = &.

— Résolution : le domaine de définition étant 1’en-
semble vide, il ne peut y avoir de solutions a cette
inéquation. Donc § = @.

4. In(2? — 5z — 14) > In(222 — 10z + 8).

— Domaine de définition : le polynome x? — 5z — 14
admet pour racines —2 et 7 donc il est strictement

positif sur I = |—o0; —2[ U]7; +o0].

Le polynome 2x2? — 10x + 8 admet pour racines 4 et
1 donc il est strictement positif sur J = ]—oo;1[ U
145 4-00].

Le domaine de définition est donc I N J, soit D =
] —00; —2[U]7; +o0l.
— Résolution :
< 2? —5r— 14 >22° — 10z + 8
= 2® - 5r +22<0.

Le discriminant de 22 — 52 +22 est A =25 —-108 < 0
donc le polyndéme est toujours strictement positif.

L’ensemble solution de l'inéquation est donc & =
|—o00; —2[U]7; +o0].

5. In(z? +z — 6) > In(—222 + 14z + 16).

— Domaine de définition : le polynéme x> + z — 6
admet pour racines 2 et —3 donc il est strictement
positif sur I = ]—o0; =3[ U]2; 4+o0].

Le polynéme —2x2 + 14z + 16 admet pour racines —1
et 8 donc il est strictement positif sur J = |—1;8].

In(z? — 5z — 14) > In(22% — 102 + 8)



Le domaine de définition est donc IN.J, soit D = ]2; §|. De plus, limO (x—1) = -1, donc
T—

o 2 . . 2 _ _ 2
Résolution : In(z* + 2 — 6) > In(—22° + 14z + 16) ' In (2 +1)
=2’ +1—6>-22"+14+16 Im|(z-)———]=-1
2
Le discriminant du polynéme 322 — 13z —22 est A = N 70 L R* -
169 + 12 x 22 = 433 donc il admet deux racines : 2. Nous pouvons €crire, sur ‘
13 — /433 13 + /433
$1=?¢Detaﬁ2=%€D. f(x)_ln(xQ—l-l)iln(xz—&-l)Xa:2+1
- 2 2
Ainsi, 322 — 132 —22 > 0 sur U =] —o00; 21 [U]z2; +00]. . vl .
In X
L’ensemble solution de l'inéquation est donc U N D, — lim 2% 0, donc en posant X = 22 + 1, on
X—+4o0
. 13 + v433 obtient :
soit S = | ——; 8. 9
6 In (x + 1)
m ——= =0.
zo4+00  x2 41
De plus,
On considere la fonction f définie par :
24 2(14 )
lim = lim ——%~
flz)=lnz—=z. z—too 2 z—rt00 x?
1
1 = lilf (1 + 2)
1 fl(z) =~ — L. e v
fila) = - 1 = 1
>1 - <1 "(z) <0. -
Or, pour x ,0< . , et donc f'(z) <0 Ainsi,
La fonction f est donc décroissante sur [1;+oc0].
2. f(1) = —1, donc f(z) < 0 sur [1;+o00[. Donc Inz < x . In(z+1) a2?2+1
. lim X =0. (1)
sur cet intervalle. T+ 00 22 + 1 72
De plus, on sait que pour x > 1, Inz > 0.
On en déduit alors que sur [1;+oo[, 0 < Inz < z. — Par ailleurs,
3. Posons z = /u, u > 1. 1
Alors, de ce qui précede, on déduit que In (962 + 1) = In [x2 (1 + :ﬂ)}
0 < Invu < V. 1
= 2lnz+n(l+— ).
Ainsi, en divisant par u, on obtient : z
1 In (22 +1 1 1 1
O<M<@7 Ainsi,n(xHZQM-i-ln(l-i-Q).
U u x x x x
Ot eneore - llnu 1 Posons g(x) = In(1 4+ z) — x, pur = > 0.
0< < —=. 1
u Vu Alors, ¢'(z) = 112~ 1 < 0 pour z > 0 donc g est
x
Que 'on mette u ou z importe peu. Ainsi, décroissante sur [0; 400,
Inz 1 De plus, ¢g(0) = 0 donc cela signifie que g(z) < 0 sur
Ainsi, pour z > 0, In(l + ) < =z et donc
1
4. Igrfoo ﬁ = 0 donc d’apres le théoreme des gendarmes, In <1 + ;) < %, soit %ln (1 + ;) < %
. Inz 0 1 1 N 1
w—1>r-|{1002x_' x>0doncl+x2>1,d0uln(1+172>>06t
1
Multiplier ’expression par 3 ne change pas la limite, finalement lln (1 + 12) > 0.
. Inx T T
donc lim — =0. o 1 1 1
T—+oo I Ainsi, 0 < = In(1+ = | < —.
x x? x3

1 1

On en déduit alors que lim [ In (1 + 2)} =0

On considere la fonction f définie sur R* par : T+ | T x
(théoréme des gendarmes).

z—1 Inz
= In (2% +1). im — =
f(x) 2 B (3? + ) De plus, IEIJ’T}OO = 0 donc
In (x2 + 1)
In(X +1 : _
1. Nous savons que )1(im0 M = 1. Ainsi, en posant zgr—sr-loo T =0 (2)
—

_ .2 :
X =2a% ona: — Finalement, des égalités () et (&), on en déduit :

In (22 + 1
g @D lim f(z) = 0.

x—0 .132 r—+00



3. D’apres la question précédente, Par conséquent,

Com@en o F0) IO =10) X0
T 2 - x50 g(X) x50 X -0 g(X) — g(0)
De plus, en écrivant pour = < 0 : or. i f(X) — f(0) £(0) et 1 X-0
T, _— = et lim ———— =
In (2% +1) Injz| 1 1 X=0 X -0 20 g(X) — g(0)
x T x T .
. 9'(0)
In|x
On a lim =0. / —2X ’ 1
JJim X)= — ot /(X)) = ——
De plus, on a toujours 0 < In (1 + 2) < — et donc Ainsi,
@) e ) _FO) 0,
1 < 1ln <1+12) < 0 pour z < 0. X=0g(X)  g(0) 1
rox 1z 1 et donc :
Donc, lim —In (1 + 2) = 0 (théoréme des gen- 1
et r In{l-—
darmes). , ( xQ)
. lim | ———2% | =0.
Finalement, z—+oo I (1 N 1)
In (2241 n T
im 2D z
r—r—00 T
Alors, 4. On peut écrire :
lim_f(z) = 0. In (14 /7)
1-vx+1
o In(1++/7) VT 1++vz+1
Calcul de limites. = X X
VT 1—Vz+1 1+Vo+1
N p WX :ln(1+\/5)x\/§(1+\/m+1)
- Nous savons que  lim ——=0. NG 1—(z+1)
Posons X = v/x2 — 1. Alors, lim X = +oo. - In(1+ ) > ﬁ(1+ V$+1)
xTr——00 \/E —r
De plus. myz? -1 WX X 1 _ In(1+7) Xﬁ(1+\/x+ 1)
x2 —1 X2 X X Nz —Vz xﬂ
Invz? -1 In X 1 Vi
Ainsj7 lim i = lim L X — ). OI‘, — M X ,w .
T——00 2 —1 X —+4o00 X X ﬁ \/E
I — tim 22X 0 Ainsi -
X_l)riloo X - X_l)riloo — = U. Alnsl, Par ailleurs,
lim In(1++y/2x) lim In(1+X) 1
I Invz? -1 0 z—0 NG T X0 X n
e\ 221 | > lim \/z =0"
xr—r
5 In (2% — Qz; 2) _ In[(z—1) 2+ 1] _ In(X + 1)7 avec S x)= lim 7 =
(z—1) (x —1) X > lim (1+vVa+1) =2
X:(m—1)2_ @0
Ainsi,
In (22 — 2z +2) . (ln(1+\/5)>
. _ . _ im [ —— V)
pm X =0 done iy <<x 1)z o\ 1= Va+1
In(1+X
lim ; )1
i‘i;lgi Calcul de dérivées.
1 22 2
hm1 <n(a:1x2+)> =1 1. fi(z)=xlnz —z.
o (z—1) La fonction x — xlnx est de la forme uv avec :
3. Posons f(X) = In(1—X?) et g(z) = In(1 + X), avec u(z) =z ; u'(z) =1
1 1
XZ; v(z) =Inz ; v’(x):g
Alors, wBIJPOOX =0, et f(0) = 9(0) =In1=0. donc sa dérivée est :
1
fX) _ f(X) = f(0) (Wo+w')(z)=1xhz+zx = =lhz+1.
9(X) ~ 9(X)—g(0) N z
_FX)—fO) X0 Alnsi,
X-0 9(X) —g(0) filx)=Inz4+1-1  soit  fi(z)=Inz.



|
2. fa(z) = % donc f5 est de la forme % avec :
, 1
u(z) =lnzx ; u'(x) = —
T
v(z) =2z ; v'(z) =1.
Des lors,
uw'v —uv'
) = )
% Xxx—Inx x1
1—Inx
!
fZ(x) = 2 .

3. f3(x) =1In (2?) donc f; est de la forme Inw, avec

u(z) =2 et u(z) =2
Des lors,
u/
4 —_—
o) = )
2z
=5
2
4 [
i) =2,

4. fy(z) = Iny/x+1 donc fy est de la forme Inu avec
u(z) = Va + 1.
u est de la forme /g, avec g(x) = x + 1 donc
g _ 1
209 2/r+1

Des lors,

u(x) =

1
2v/x+1

vr+1

, B 1
fi(z) = m

—_

In (3:2 + 1)

5. f5(.’£) = .I‘Q 1

donc f5 est de la forme Y avec :
v
u(z) =In (2° + 1) et v(z) =22 + 1.

u est de la forme In g, avec g(x) = 22 + 1 donc :

!
, U 2z
Des lors,
u'v —v'u
i) = L
1223”_1 X (#2+1) =2z x In (2% 4+ 1)
(22 +1)°
2z -2 In(z? + 1)
N (x2+1)2

2z [1—In(z? 4+ 1)]
(z2 + 1)2

6. fo(z) =In (Inz) donc fs est de la forme Inu avec :

1
wz)=Inz et u(z)= —
Des lors,
/
) = &
o) =)
1
" Inz
1
/() —
6(@) = zlnz’

L’étudier de la fonction f définie sur R par :

B In (332 + 1)

1(@) 2 +1

— f(—z) = f(z) et le domaine de définition de f est
centré en 0.
La fonction f est donc paire. On peut donc I’étudier

sur [0; +oo.
lim (22 +1) = 400
e InX = lim f(z)=0.
lim —— =0 a=r+oo
X—+4+o0

Inl
De plus, f(0) = DT =0.

— D’apres 'exercice prézcédent,
() = 2z [1 In (a: 2+ 1)]

(x2+41)

Sur [0; +00[, 2z > 0 donc

f'(x) est du signe de 1 —In (22 +1).

1-In(2®+1)>0 < In(2®+1) <1

— ?+1<el
— 2?<e—-1

<— 0<zx<Vve—1.

On obtient alors le tableau de variations suivant.

T =00 —ve—1 0 Ve—1 +09
['(x) + 0 — 0 + 0 —
f@) g —— ¢ — g —" ¢ —
) Infe—141)
P 11 ve—-1)= ————
ar ai eurs,f( e ) p——
_1!
e
:e_l

Ci-apres la courbe représentative de la fonction f.



— Par un raisonnement analogue, lim f(z)= +o0.
r—+o0

0.4 — f(2) = (z—1)In[(z — 1)2].

— Siz>1, f(z) =2(z —1)In(z — 1).
En posant X =2 — 1, on a f(X) =2XIn X avec
X — 0 quand z — 1.
Or, lim X1InX = 0. Dongc, lim f(z) = 0.

0 o =

, — Siz <1, f(z) = —2(1 — z)In(1 — z). Par un
raisonnement analogue a ce qui précede, en posant

0\3

9+ X =1—x, on obtient : lim f(z) =0.
z—1
<l
—t—t—t——+— > , 9 20— 2
7654321012345 67 3. f'@)=m(2® — 2w+ 1)+ (z - ) X =
2(x —1)?
=In[(z—1)°
n[(x )]+(x—1)2
On considere la fonction f définie par : #(z) =In [(x _ 1)2] 12
1 / 12
f(x):1n<1+). 4. f'(z) >0 <= In[(z—-1)*]+2>0
= < In[(z —1)%] > -2
12 -2
1 sl - — (x—1)">e
1. Il faut que 1+ — > 0, ou encore > 0. En étudiant — (12— (6_1)2 <0

x
le signe de ce quotient, on obtient : (m - e_l) (x 14 e_l) S0

Dy = ]—o00; —1[U]0; 400 . On déduit alors le tableau de signe suivant :
1
2. f/<x): _a? = _1 . * — 1_6_1 1 1+e_1 +OO
I+3 22(1+3) r—1—e! - - — 0+
1
On sait que sur Dy, 1+ — > 0 donc f'(z) < 0. g=1+ey - 0 + + +
x
Ainsi, f est strictement décroissante sur | —oo; —1] et sur f'(=) + 0 - H L
105 4-00]. .
1 1 Par ailleurs,
i Z = i Z ) = = -1\ _ -1 -1 2
3. mgr_noox Odoncxgrzlooln<1+w> Inl . f(l—e )—(l—e _1)111[(1_6 _1)}
1 _ _
De méme, lim f(z) = 0. De plus, lim — = —1 et =—¢'ln (6 2)
T—+00 z——12
<1 =—e ' x (-2
1
lim <1+> =0t =2¢ .
z——1 x
r<—1
Ainsi, par composition, lim1 flx) = —c0. De méme, f (1 + 6_1) =21
i1 On en déduit alors le tableau de variations suivant :
1
Par ailleurs, lim — = 400 donc lim f(x) = +oo. T |=00 l—e ! 1 14e? —+00
x—0 x—0
>0 >0 26_1 400
On déduit alors le tableau de variations suivant : f _— T 0. ) —
T |-o0 —1 0 +00 > —2e”
f(ZII) 0 —_— e +00 —_ 0

Dans cet exercice, on acceptera la propriété suivante :

P t éel t b Inb=1n (b%).
On considere la fonction f définie par : S R am n (%)

On considere la fonction f définie pour tout réel x

— (i 2 _
f@)=(—-1h(z* -2z +1). strictement positif par :

1. f est définie pour tout x tel que 22—2z+1 > 0, autrement f(z)=elnz — .
dit, lorsque (x — 1)% > 0.
Ainsi, D =R\ {1}. 1. On sait que lir% Inz = —oo donc lir%(e Inz —z) = —o0.
r—r r—r
2. — Ona: wgﬂnoo(m —1)=-o 2. On peut écrire :

et lim In(2? —2r+1)= lim In(2?) = +oco donc
r——00 ——00

lim_f(x) = —oo. ’ fx) = o (eh” - 1> .



lim ln—x = 0 donc

On sait que (croissance comparée) :
r—+oo I

lim GmI—Q_—L
r—r 400 X

Ainsi, par produit, lim f(z)= —oc0.
r——+00

Py = —1=C
T T

sur [0 e[, f(x) > 0 et sur Je; +oo|, f'(z) < 0.
On déduit alors le tableau de variations suivant :

T 0 e

f'(x) +

+00

. On remarque sur le tableau de variations que pour tout
réel x strictement positif et différent de e, f(z) < 0.
Ainsi,

f(m) <0,
autrement dit,

elnt <7
soit,

In7w® < 7.

En composant par la fonction exponentielle, qui est stric-
tement croissante, on obtient :

e
elnﬂ' < 67‘!"

soit,

s

T <er.

Lorsque 'on prend des antibiotiques, la concentration
de bactéries présentes dans le corps d’une personne
malade diminue avec le temps en suivant le modele
d’une fonction f définie, pour 0 < ¢t < 6, par :

ft) = aeft+b , a, b, kétant trois réels, avec a # 0,

ou t désigne le temps (exprimé en jour) et ou f(¢)
représente le taux de bactéries restantes.

Ainsi, f(0) = 1. On suppose que la totalité des bacté-
ries sont éliminées apreés 6 jours. Donc f(6) = 0.

1. — Onsait que f(0) = 1 donc ae**%4b = 1, soit a+b = 1,
ou encore b=1 — a.
— De plus, f(6) = 0 donc ae®* +b = 0, soit ae’

—b
a — 1. Ainsi, ef* —1—1etdonc6k—ln<1—>
a

Finalement, k = %ln (1 — 1).

a
On obtient alors :

. 50% des bactéries disparaissent au bout de deux jours,

donc f(2) = =, soit :

1
9’

(16% 111(1—%)><2 + 1 —a= %

3.

4.

5.

Ainsi,
1

e3in(1-3) 4 % —a=0.

Si on pose h(z) = ze? 5 In(1- ), alors h est de la forme uv

avec :
u(z) =x et

avec u'(x) =1 et

U/(l') _ 1 x 1712 6% ln(l—%)

37 1-1

_ b T am(1-3)
32 -1

= i 1 @lln(lil)
3r x-—1

Des lors,
B (z) = (u'v+ w') ()

—1xe31n(_%)+xxix
3r -1

_oim(-2) (4 1
‘ Tos)
En conséquence, ¢'(z) = h/( ) — 1 soit
g/(x)—ei*ln (1-%) < >—1.
lim

(&) — Hm (H 3x—3> b

1
—  lim (1 — ) =1let lim In X = 0. Ainsi, par
X—1

r——+00 €T
. 1
: lim ln(l—):().
T——+00 x

De plus, lim ¢¥ =1 donc lim ein(1-3) — 1.
Y —0 T—+00

composition, on obtient

En conséquence, par produit,

1
lim e3(1-3) (1 —1.
+ oo © T3

r—r+00
Finalement,
lim
T ——+00

g (z) = 0.

Siz > 1, alors 9z(x—1) > 0 et donc < 0.

-2

9z(x — 1)

De plus, une exponentielle est toujours strictement

positive, donc ¢g”(z) < 0 sur ]1; +o0].

Par conséquent, ¢’ est strictement décroissante sur

J1;+o00[ et donc, d’aprés la question précédente,

g'(z) > 0 sur cet intervalle.

On en déduit que g est strictement croissante sur

115 4-o00[.
9(1,3) = —0,00261269 < 0 et g(1,4) ~ 0,022087258 > 0
donc 0 est une valeur intermédiaire de g(1,3) et g(1,4).
De plus, g est continue et strictement monotone sur
[1,3;1,4] donc d’apres le théoréme des valeurs intermé-
diaires (ou le théoréme de bijection), I’équation g(x) =0
admet une unique solution sur [1,3;1,4].

Soit f la fonction définie pour tout réel x > —1 par :

flz)=(zr+1)In(z+1) — 6z — 1.



1. — Calcul de _liml f(z). — On en déduit le tableau de signes de f’(z), puis le
e tableau de variations de f.

On sait que lim XIn(X) = 0. Donc, en posant
X—0 . . T 71 65 _ 1 +OC
X = z + 1, on obtient hm1 (x+1)In(z+1) =0
T—— b —
(autrement dit par composition). @) H 0 +
De plus, lim (—6x —1)=75. 5 +0oo
z——1 f
En conséquence, par somme, lim1 flx)=5. \ —
r——
— Calcul de xl}{{loo f(x). 4. — Montrons que l’fquation f(z) = 0 admet une unique
On commence par factoriser f(z) par x : solution sur -3 0|. Sur cet intervalle,
| 1 — f est continue et strictement décroissante ;
f(z) = (1n(m+1)—6—) 1
x x — de plus, f —5 ~ 1,65 et f(0) = —1 donc
1 1
- - 66— = 1
=z ((1 + x) In(z+1) -6 a:) : « 0 » est une valeur intermédiaire entre f (—2)
et f(0).
_ . Ainsi, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires,
Or, IBIEOO (1 + x) = let $Er+noo In(z +1) = +o0 I'équation f(z) = 0 admet une unique solution sur
donc, par produit, L 0|. Notons-la «
2] '
lim (1 + 1) In(z + 1) = +00. A la calculatrice, on trouve a &~ —0,196.
z—+00 T — Montrons que I'équation f(z) = 0 admet une unique
solution sur [395;400]. Sur cet intervalle,
. 1y — f est continue et strictement croissante ;
De plus, lim (—-6——] = —6.
z—+oo x — de plus, f(395) ~ —2,36 et f(400) = 2,58 donc
Par ailleurs, par somme, « 0 » est une valeur intermédiaire entre f (395) et
. 1 1 £(400).
IETOO [(1 + x) In(z+1) -6~ x] = +oo. Ainsi, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires,
On en déduit alors, par produit, que lim f(z) = Iéquation f(x) = 0 admet une unique solution sur
Froo [395; 400]. Notons-la /3.

+o0.
2. Calculons f'(x).

— On commence par dériver g : = — (z+1)In(x + 1),
qui est de la forme u X v, ou :

En utilisant la calculatrice, on obtient : 5 ~ 397,397.

A : étude d’une fonction auxiliaire

On considere la fonction h définie sur [0; +o0o[ par :
u(z)=xz+1 v(z) =In(z + 1) [ [p

1 C =gl
ux)=1 '(z)= ot h(x)zlna:—k%.
Des lors, Partie A :
J(z) = (v +v'u)(z) 1. h est une somme de deux fonctions dérivables sur

]0; +00[, donc elle est aussi dérivable sur ]0; +oo.
=1xIn(z+1)+(z+1) x

41 1 2z —1)(222) —dz(a® —z+ 1)
/ —
=In(z+1)+1. W(z)=—+ ppe
L 1 42® — 222 — 423 + 42 — 42
— On en déduit la dérivée de f(x) par somme : = ype
2
f'(x) = ¢'(x) + (=62 — 1)’ _1. 2 —44x
x 4z
—In(e+1)+1-6 10
() =In(z+1) —5. T T s
, 222 41— 2
3. — Déterminons le signe de f’(z). Pour cela, résolvons h'(x) = o

par exemple l'inéquation suivante :

2. Le discriminant du polynéme P(z) = 222 + x — 2 est :
fl(z)>0 < In(z+1)-5

<~ In(x+1)>5 A=1-4x2x(-2)=1T7.

1 1 5 .
et > e Il y a donc deux racines :

<~
= z+l1>e€

) -7 14+ V17
— x>e’ —1. xlzf ; 132:#



P(z) est du signe opposé de « 2 » entre les deux racines.
Or, x1 < 0. Donc, h'(z) < 0 sur |0; z2[ et A'(z) > 0 sur
Jza; +o00[.

3. On a le tableau suivant :

K (z) - 0 +

Par ailleurs,

h(z2) =

~ 0,43 > 0.

En conséquence, h(z) > 0 sur ]0; +oo].
Partie B :

1. f est dérivable sur ]0; +oo[ comme somme d’une fonction
dérivable sur ]0; +o0[ (z — —z) et d’un produit de deux
fonctions dérivables sur |0; +oo[ (z +— 2% +1 et x — Inz).

Ainsi,
! 2 1
fl@)=2znz+ (z°+1) x = -1
x
2
1
:2x1nx+x + -1
x
2
— 1
gy Lo HL
x
2
—z+1
/ :2 1 7:6 x .
fi(z) x(nx—l— 5.2
Des lors,

2 - 1
vV >0, f'(x)>0<:>2x<1nx+93252+> >0
< 2zh(z) >0

< h(x) > 0.

2. Dans la partie précédente, nous avons vu que sur |0; +oo],
h(z) > 0.
Ainsi, f est strictement croissante sur ]0; 4+o0].

3. (a) f(e)=zxzlnz+lnz— 2.

Or, lim zlnz =0 et lim Inz = —oo. Donc,

. z—0 x—0

23y /(@) = oo
1

(b) flzx)== [(m—i— :c) Inz — 1].

1

Or, lim <a: + ) =+4occet lim Inz=+cc.

x—+00 x T—+00
Donc, lim Kx + 1) Inx — 1] = +00.
x——+00 X

En conséquence, lim f(x) = 4o0.
r——+00

(¢) Des questions précédentes, on déduit le tableau sui-
vant :

4.

x 0 +00
f(z) +
f e —

(a) f est dérivable et strictement croissante sur |0; +oo].
De plus, ilg%) f(z) <0et Igr—il-loo f(z) > 0.
Ainsi, d’apres le théoréme des valeurs intermé-
diaires, il existe une unique valeur a sur ]0;+oo]
telle que f(a) =0.

(b) f(1)=2Inl—1=-1<0et f(2) =5In2—-2>0
donc 1 < a < 2.

(c) En utilisant la calculatrice, on obtient : « =~ 1,6.



