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Epreuve de :

Mathématiques-Spécialité

Lycée Evariste Galois
Durée de I'épreuve 4 h 00

Ce sujet comporte quatre exercices sur 4 pages numérotées de 1 a 4.
Dés que ce sujet vous est remis, assurez-vous qu'il est complet.

L'usage de la calculatrice, en mode examen actif ou sans mémoire « type college », est autorisé.

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse. Chaque réponse doit étre justifiée. Une réponse
non justifiée ne rapporte aucun point.

(O; i,j,k ) estunrepere orthonormé de I’espace. On consideére la droite (d) qui a pour représentation paramétrique

x = 2-3t
y = 1+2¢ teR,
z = —2-t

etlespoints A(-2;3;1) , B(1;2;-4) , C(6;3;9 , D(@3;4;-6) et E(6;5;-5).
1 pt u Méthode 1 : Soit 22 un plan contenant les points A, B et C.

3 8
AB|—-1|et AC| 0| sont deux vecteurs du plan 2.
-5 8

8 0 —_
De plus, 3 # = donc AB et AC sont non colinéaires. Ils forment donc une base du plan 2.

En conséquence, I'affirmation 1 est vraie, autrement dit, les points A, B et C suffisent a définir (ou a engendrer)
le plan (ABC).
Méthode 2 : Soit 22 un plan contenant les points A, B et C.

3 8
AB|—-1|et AC| 0| sont deux vecteurs du plan 2.
-5 8

Les deux vecteurs AB et AC sont colinéaires si et seulement si il existe un réel £ tel que AB = tAC, soit,

3 8 3=8r
-1]=¢t]0]e<-1=0¢t
-5 8 -5=8t.

Impossible! Car, —1 # 0. Ainsi, A_)B et A—C: sont non colinéaires, ils forment donc une base du plan (ABC).
En conséquence, I'affirmation 1 est vraie, autrement dit, les points A, B et C suffisent a définir (ou a engendrer)



le plan (ABC).

5
1 pt E Ona:AD| 1
=7
D’apres la question précédente, les deux vecteurs AB et AC sont non colinéaires. Des lors, les vecteurs AD, AB
et AC sont coplanaires si et seulement si il existe deux réels a et f tels que AD = a AC + BAC, soit,

5 3 8
1 |=al|-1|+8|0].
-7 -5 8

Résolvons alors le systeme suivant :

5:3a+8,6 Ly
1=—a+0p Lo
-7=-5a+8B Ls

Laligne L, entraine a = —1.
Par substitution dans la ligne L;, on obtient : 5= -3 + 80, soit f = 1.

Et par substitution dans la ligne L3, on obtient : =7 =5+ 8, soit § = i Impossible!

, — —_— —_— .
En conséquence, les vecteurs AD, AB et AC sont non coplanaires.

Laffirmation 2 est donc fausse, les points A, B et C et D ne sont pas coplanaires.

-3
1pt [ 7| 2 | estunvecteur directeur dela droite (d).
-1
—_ 9 —_— —_
On considere le vecteur u'| -6 |. Ona v’ = —3% donc u et v’ sont colinéaires.
3

u’ est alors un vecteur directeur de (d) et de (d’) car (d)//(d’). Ce qui est cohérent avec la représentation para-
métrique proposée.
Soit I le milieu de [AC]. Les coordonnées de I sont données par la formule :

I(xA+xC.yA+yC‘ZA+ZC)

’ )

2 2 2
(—2+6‘3+3' 1+9
2 727 2

Soit, 1(2;3;5). Enreplacant x, y et z par les coordonnées de I dans la représentation paramétrique proposée, on
obtient :

2 = 9t-1 3 = 9t

3 = —-6t+5 ©<{ -2 = -6¢

5 = 3t+4 1 = 3t

S 1 N . '
Ce qui implique que t = 3 Le systeme admet une solution donc I € (d').

En conséquence, I'affirmation 3 est vraie. En effet, La droite (d’) parallele a (d) passant par le milieu de [AC]
admet pour représentation paramétrique :

= 9r-1
—6t+5 teR.
= 3t+4

ST SR

1 pt n La droite (d) est sécante avec la droite (A) qui a pour représentation paramétrique :

x = —-4+2¢
y = 1-3¢ fer
z = 2+t

si et seulement si le systéme d’équations suivant admet une unique solution :



2-3t=—4+2¢ 6=2¢+3¢ 6=2t'+3t I

2
1+2t=1-3t ©{0=2t+31 < t’:—gt Ly
—2—-t=2+"1 —4=t+t 4=t+t. Ls

2
Par substitution dans la ligne L3, on obtient: t — —t = —4, soit t = —12.

4 5 18
Par substitution dans la ligne L;, on obtient: ——t+3f= -t =6, soit t = 5 Impossible!

Le Systéme n’admet pas de solution, donc I'affirmation 4 est fausse.
1 pt E On a, d'une part,

AB = \/(xp—xa)+ (yg— ya)? + (zp — 2a)?
= V- 272+ @372+ (4= 1)
= VI9+1+25
= V35.
Et, d’autre part,
EB = \/(xp—xp)+(yp— yp) + (25— 2p)

V(1-6)2+(2-5)2+ (-4 - (-5))2
v25+9+1
V/35.

Ainsi, EB = AB. En conséquence, I'affirmation 5 est vraie. Autrement dit, le triangle ABE est isocele en B.

Partie A

0,5 pt n Ci-apres I'arbre de probabilité complété :

0,5pt [P Par définition, ona: P(DNT) = P(D) x Pp(T) = x x 0,96 = 0,96x.
0,5 pt E Les évenements D et D forment une partition de I'univers. Ainsi, d’apres la formule des probabilités totales, on
a:
P(T)=P(DNT)+P(DNT)
= P(D) x Pp(T) +P(D) x P5(T)
=0,96x+(1-x) x 0,03
=0,96x+0,03-0,03x
=0,93x+0,03.



P(DNnT
0,5 pt n (a) Par définition de la probabilité conditionnelle, ona: Pr(D)= (P(—T))
D’apres les questions précédentes, on obtient par simple substitution: Pr(D) = 0,56
P q P ’ p P © T 0,93x+0,08
. P . . . 50
0,5pt (b) Dans le cas ot les tests révelent que 50 sportifs sont dopés sur les 1 000, on obtient : x = 1000 = 0,05.
L. 0,96 x 0,05 32 . . PN
Ainsi, Pr(D) = = — = (0,627, soit environ 0,63 a 10™~ pres.

0,93 x0,05+0,03 51
0,5 pt E Résolvant I'inéquation Pr(D) > 0,9.
0,96x
—— >0,9 < 0,96x > 0,9(0,93x +0,03) car, 0,93x+0,03 >0 pourtoutxe [0; 1]
0,93x+0,03
<~ (0,96-0,9%0,93)x>0,9 x0,03

<~ 0,123x > 0,027

= x> —

= x> —.
4
Par conséquent, la valeur prédictive positive du test est supérieure ou égale a 0,9 lorsque x > e soit pour tout
X supérieure a 0,22 au centieme pres.

Partie B

0,5 pt n (a) Lexpérience consistant a déterminer si le test est positif est une épreuve de Bernoulli de parametre 0, 103.
Le tirage avec remise est assimilé a une répétition de facon indépendante et identique de 1'épreuve de
Bernoulli.
La variable aléatoire donnant le nombre d’athlétes présentant un test positif suit une loi binomiale de
parametres n=5et p=0,103.

0,5pt (b) Onsaitque X ~ Z(5;0,103). Ainsi, E(X) =nx p=5x0,103 =0,515.
Ce résultat signifie qu’'en moyenne, environ un test sur 10 est positif.
0,25pt  (c) La probabilité qu'au moins 2 atlhétes présentent un test positif est égale a :

P(X>2) = 1-PX2=2)
= 1-P(X<2)
= 1-P(XK])

~ 0,09 21072 pres.

0,75pt [ Soient n le nombre d’athletes controlés et Y la variable aléatoire donnant le nombre d’athlétes présentant un
test positif. On a donc Y ~ %(n;0,103). Dés lors, la probabilité qu’au moins un athléte est testé positif est
donnée par :

PY>1) = 1-P(Y =21
= 1-P(Y<]
= 1-P(Y=0)

x0,103° x (1-0,103)"

n
= 1-
o

n
= 1-0,897" car, (0) =1.

Des lors, P(Y > 1) > 0,75 revient a dire que 1 -0,897" > 0,75 soit 0,897" < 0, 25.

Par ailleurs, la fonction In est croissante donc In(0,897") < In(0, 25) soit n1n(0,897) < In(0, 25).
In(0,25

En conséquence, n > (—) carIn(0,897) < 0.
In(0,897)

In(0,25) _

En conséquence, il faudra controler 13 athletes, car ———— =
In(0,897)

12,7.



5 points/20

Le but de cet exercice est d’étudier la fonction f définie sur I'intervalle ]0 ; +oo[ par :

f(x)=xIn (xz) - i

Partie A : lectures graphiques

On a tracé ci-dessous la courbe représentative Cr de la fonction f, ainsi que la droite (7), tangente a la courbe (€r au point
A de coordonnées (1; —1).

Cette tangente passe également par le point B(0; —4).

A

3 /4

N4
N
B

Nl
A

0,5 pt n f'(1) est le coefficient directeur de la tangente (T) a la courbe Cgf au point d’abscisse 1. Ainsi,

y-ya_—4-(D _,
.X,'B—.X'A_ 0-1 e

=

Par ailleurs, I'ordonnée a 'origine est égale a —4. En conséquence 1'équation réduite de la tangente (T) est
donnée par :

y=3x—-4.
0,5 pt E Le point A semble représenter un point d’inflexion de la courbe 6. En effet,

o Latangente (T) est au-dessus de la courbe Grsur]0; 1], donc f semble étre concave sur cet intervalle.
o Latangente (T) est en dessous de la courbe 6 sur |1 ; +oo[, donc f semble étre convexe sur cet intervalle.

Partie B : étude analytique

lim x =400 ,
0,75pt [l Onsaitque:{*~*>® ) dong, par produit, lim xIn(x*) = +oo.

lim In(x")= lim 2In(x)=+oo x—+00

X—+00 X—+00

1
De plus, lim — =0 ainsi, par somme de limites, on obtient: lim f(x) = +oo.
x—+00 x X400

lim xIn x = 0 par croissance comparée

. . X— . . . . .
Par ailleurs, on sait que : 1 ainsi, par somme et produit de limites,
lim — = +o00
x—0t X

. 1
lim (lenx— —) = —o0.
x—0*

1
Or, f(x) =2xInx— —, donc lim f(x) = —o0.
X x—0



E f est dérivable sur ]0; +oo[, comme somme, produit et composée de fonctions dérivables sur ]0; +ool.

2
0,5pt (a) Posons: u(x) = x et v(x) = In(x?) = 2In(x). Ainsi, v/(x) = 1 et v/(x) = e

Des lors, pour tout x €]0 : +o0l,

!
[ U (v +ux)v'(x) - (%)

f'x

u () v(x) + ux) v (x) + iz
X

2 1
ln(xz)+x><—+—2
X X

1
2In(x) +2+ -
X

0,5pt (b) Lafonction f’ est dérivable sur ]0: +oco[ comme somme de fonctions dérivables sur ]0 : +oo[. Ainsi,

f”(X) _ g_z_x

x x*
2 2
x i3
2x% -2
x3
2(x*-1)
x3
2(x+1D(x-1)
x3 )

0,5 pt E (a) Pourtout x€]0; +oo[, x> >0etx+1>1>0,doncle signe de f”(x) estle méme que celui de x —1.
On déduit alors le tableau de convexité suivant :

X 0 1 +00
x-1 - 0 +
f'x) - 0 +
Convexité de f concave convexe

La dérivée seconde s’annule en changeant de signe en x = 1, donc le point A(1;—1) est le point d’'inflexion
de cgf.
0,25 pt  (b) Le signe de f"(x) permet de déduire les variations de f'. Ainsi,

X 0 1 +00
f"(x) - 0 +
variations de f’ \ /
'

0,25pt  (¢) f'(1) =3 estla valeur minimale atteinte par la fonction f’ sur]0; +oo[, donc f’(x) > 0 sur cet intervalle.

0,25 pt n De la question précédente, on peut déduire le tableau de variations de f.



X 0 +00
f') +
+o0
variations de f /
—00

0,5 pt E (a) Onsait que:

o [ estcontinue et strictement croissante sur ]0; +ool.
o Deplus, lim f(x)=-co<0et lim f(x)=+oc0>0.
x—0% X—+00

Ainsi, selon le théoréme des valeurs intermédiaires (le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires
ou bien le théoreme de bijection) I'équation f(x) = 0 admet une unique solution. Autrement dit, il existe
un nombre unique a €]0 ; +oo[ tel que f(a) = 0.

~ En utilisant la méthode par balayage avec la calculatrice on obtient : a = 1,33 au centiéme pres.

En effet, al'unité presona: f(1) =—-1<0et f(2) = 2,27 > 0 ce qui implique que 1 < a < 2.

Au dixieme présona: f(1,3) = —0,09<0et f(1,4) =0,23>0donc 1,3 < a < 1,4.

Au centieme présona: f(1,32) = -0,02<0et f(1,33) = 0,007 >0donc 1,32 < a < 1,33.

Au millieme préson a: f(1,327) =~ —0,003 <0 et f(1,328) = 0,0004 > 0 donc 1,327 < « < 1,4328. (0,25 pt)

1

1
~~ On sait que a est solution de f(x) =0, donc aln (a?) - - =0.soit In(a?) = =

1
Or, exp (In(x)) = x donc exp (In(a?)) = a® = exp (?) D’ot1 le résultat. (0,25 pt)

5 points/20

On considére la fonction f définie sur I'intervalle [0; 1] par

f(x)=2xe "

f est dérivable sur [0; 1], comme composée et produit de fonctions bien définies, continues et dérivables sur R (la fonction
linéaire x — 2x et la fonction composée x — e™%).

0,75 pt n (@) Pourtoutxe[0; 1],ona:

0,5 pt

f)=x < 2xe *=x

= 2xe *—-x=0
= x(2e*-1=0
< x=0 ou 2e*-1=0
< x=0 ou 2 %=1

1
<~ x=0 ou e :5

1 —X
<~ x=0 ou —x=ln§ car, In(e™) = —x
a

— x=0 ou -—-x=In1)-1In(2) car, ln(g) =In(a) —In(b)
<~ x=0 ou x=In().

Ainsi, 0 et [n(2) sont les deux solutions de cette équation.

Attention! A vérifier que 0 et In(2) appartiennent a I'intervalle [0; 1].

(b) Posons: a(x) = —x, v(x) = e et u(x) = 2x. Ainsi, a’(x) = -1, u'(x) =2 et V' (x) = a'(x)e*™® = —¢~*,

Des lors, pour tout x € [0;1],
fx) = d@v)+ux)v (x)
= 2xe ¥ 42xx (-
= (2-2x)e7*
= 2(1-x)e ™.

D’ou le résultat.



0,5pt (c) Pourtout x € [0;1], 2e~* > 0. Ainsi, le signe de f’(x) estle méme que celui de 1 — x.

Par ailleurs, f(0)=2x0xe =0 et f(I)=2x1xe l=2¢71

On déduit alors le tableau de variations de la fonction f.

X 0 1

signe de (1 —x) + 0

signe de f(x) + 0
2e7!

variations de f

0

0,75 pt E (a) Pour tout entier naturel 7, on consideére la proposition #(n) : 0 < u, < Uy < 1.
Initialisation :On a: u; = f(up) = £(0,1)=2x0,1e">! = 0,18.
Ainsi, pourn=0, 0< ug<u; < 1.Autrement dit, 22(0) est vraie.

Hérédité : Soit n un entier naturel, supposons que £?(n) est vraie pour un certain n et montrons que
P (n+1) est vérifiée.

Par hypothese de récurrence, ona: 0 < u, < Uy < 1.
De plus, f est strictement croissante sur [0; 1], donc f(0) < f(uy) < f(unp+1) < f(D).

2
Par ailleurs f(0) =0, f(1) = 271 =Z<1,ainsi 0 < Ups1 < Upso < 1.
e

L’hérédité est alors vérifiée.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, on déduit que, pour tout entier naturel 7 :

O up<upy1 <1

0,5pt (b) D’apres la question précédente la suite (1) est strictement croissante et majorée par 1. Donc, d’apres le
théoréme de convergence monotone, la suite (u,) converge, vers une limite £ tel que 0 < ¢ < 1.
0,75 pt E On sait que (u,) définie par la relation de récurrence u,+; = f(u,) est une suite convergente, de plus f est

continue sur [0; 1]. Ainsi, d’apres le théoréme « du point fixe », la limite ¢ est une solution de I’équation f(x) = x.
Autrement dit, 20e’ = ¢.

En utilisant la question 1. a., on déduit que £ =0 ou ¢ = [n(2).

Par ailleurs, la suite () est croissante, donc ¢ = In(2).

0,25 pt . . .
o P n (a) La suite (u,) est croissante et converge vers In(2), elle est donc majorée par [n(2).
Ainsi, pour tout entier naturel n, on a bel et bien : In(2) — u;, > 0.
0,5pt (b) Ci-apresle programme complété.
def f(x) def f(x)
return (2*x*exp (-1%x)) return (2*x*exp (-1%*x))
def seuil () def seuil ()
n =20 n =0
u=20.1 ou u=20.1
while log(2) - u >= 0.0001 while log(2) - u >= 0.0001
n=n+1 n=n+1
u=2*u*exp (-u) u=f (u)
return(u, n) return(u, n)
0,5pt  (c) Enutilisant la calculatrice, on obtient: n=11.




Suites

-u
_ n

Un+l = 24n8

Ug = @.1

v, = n(2)-u,

Tracer le graphigque | Afficher les valeurs

SUTTES

Graphique

Régler 1'dintervalle

n

Tableau

a
6'B96566LT
TiBEasle3z
BILS532444
9126564151

10125964304
11131889676

¥n
@ 01618151888
B.005130877384
B.381593936132
4 9076547034
1.5087501919e-4
4 B2T29T226E-5




